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緒言

本論文では、バナッハ空間であり、しかも環の構造を併せもつバナッハ環の基礎理

論を紹介する。その応用として、ボルテラ差分方程式における基本解の総和可能性、

及び Wienerの lemmaを導く。

第１章においてバナッハ環の定義を与える。第２章において極大イデアル空間とそ

の周辺定理について述べる。第３章においてボルテラ差分方程式の基本解の総和可能

性について述べ、さらにWienerの lemmaの証明を与える。

1 バナッハ環の定義
¤ ¡
定義 1£ ¢¶ ³

AをC上のバナッハ空間とする。A内の任意の元 xに対して積 xyが定義され、次

の条件を満たすときAをバナッハ環 (バナッハ代数)と呼ぶ。

∀ x, y, z ∈ A, ∀λ ∈ Cに対し、

(i) (xy)z = x(yz) (結合法則)

(ii) x(y + z) = xy + xz (分配法則)

(iii) λ(xy) = (λx)y = x(λy)

(iv) ‖xy‖ 5 ‖x‖‖y‖
µ ´

バナッハ環Aにおいて、
∀ x, y ∈ A : xy = yx

が成り立つとき、Aを可換バナッハ環と呼ぶ。

∃ e ∈ A (‖e‖ = 1) : ex = xe = x (∀ x ∈ A)

が成立するならば、eはAの単位元と呼ばれる。このとき、Aは単位元を持つバナッ

ハ環となる。Aを単位元をもつバナッハ環とするとき、x ∈ A のスペクトルを σ(x)で

表し、そのスペクトル半径を rσ(x)で表す:

rσ(x) = sup{|λ| : λe− xがAで可逆 }



2 バナッハ空間の指標とイデアル

Aを単位元 eをもつ可換バナッハ環とする。関数 φ : A → Cが
{

φ(λa + µb) = λφ(a) + µφ(b)

φ(ab) = φ(a)φ(b)
(∀ a, b ∈ A, ∀λ, µ ∈ C)

を満たすとき、φを (A上の)指標と呼ぶ。MをA上の非自明な指標全体としよう:

M = {φ : A → C | φはA上の非自明な指標 }
MはA の極大イデアル空間と呼ばれる。

x ∈ Aとする。このとき、

x̂(φ) = φ(x) (∀φ ∈M)

によって写像 x̂ : M → Cを定義する。対応 ˆ : x ∈ A 7→ x̂をGelfand表現と呼ぶ。

Gelfand表現について以下の定理が成り立つ。
¤ ¡
定理 1 (Gelfand表現定理)£ ¢

¶ ³

Aを (単位元 eをもつ)可換バナッハ環とし、MをAの (Gelfand位相をもつ)極大

イデアル空間とする。このとき、Gelfand表現 ˆ: x ∈ A 7→ x̂は準同型写像であ

り、関係式

rσ(x) = ‖x̂‖∞ 5 ‖x‖ (∀ x ∈ A)

を満たす。さらに次の性質を持つ:

(a) σ(x) = {x̂ : φ ∈M} = (x̂の値域)

(b) ‖x̂‖∞ = rσ(x) = lim
n→∞

n
√
‖xn‖

(c) xがA内で可逆 ⇐⇒ x̂(φ) 6= 0 (∀φ ∈M)
µ ´

3 バナッハ環の応用

3.1 ボルテラ差分方程式への応用

ボルテラ差分方程式

(E) x(n + 1) =
n∑

j=0

q(n− j)x(j), n ∈ Z+

を考え、基本解 r(n)の総和可能性についての結果を与えよう。さて、空間

l1(Z+) =

{
a : Z+ → C

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

|a(n)| < ∞
}



を考え、l1(Z+)の任意の元 a = {a(n)} =
(
a(0), a(1), a(2), . . .

)
, b = {b(n)} =(

b(0), b(1), b(2), . . .
)
に対して、結合積

(a ∗ b)(n) =
n∑

k=0

a(n− k)b(k) (∀n ∈ Z)

として積を導入する。このとき l1(Z+)は可換バナッハ環であり、単位元 e = (1, 0, 0, . . . )

をもつ。

l1(Z+)の極大イデアル空間を求め、定理 1を利用することにより、次の定理を導くこ

とができる。
¤ ¡
定理 2£ ¢¶ ³

a = {a(n)} ∈ l1(Z+)は次の条件を満たすものとする。

∞∑

k=0

a(k)ωk 6= 0 (∀ω ∈ C, |ω| 5 1)

このとき、aは l1(Z+)において可逆である。それ故、

∃ b = {b(n)} ∈ l1(Z+) : a ∗ b = b ∗ a = e
µ ´

　さて、q = {q(n)} ∈ l1(Z+)として、(スカラー)ボルテラ差分方程式 (E) を考える。

漸化式

r(0) = 1, r(n + 1) =
n∑

j=0

q(n− j)r(j), n = 0, 1, 2, . . .

によって定まる r := {r(n)}∞n=0を (E)の基本解と呼ぶ。定理 2を利用することにより

次の結果が導かれる。

¤ ¡
定理 3£ ¢¶ ³

方程式 (E)において q ∈ l1(Z+)と仮定する。このとき次の (i),(ii)は同値である。

(i) (E)の特性方程式が |z| = 1で解をもたない。すなわち

z −
∞∑

k=0

q(k)z−k 6= 0
(
∀ |z| = 1

)

をみたす。

(ii) (E)の基本解 r(n)は総和可能:
∞∑

k=0

|r(n)| < ∞

µ ´



方程式

(E∞) x(n + 1) =
n∑

j=−∞
q(n− j)x(j) (n ∈ R+)

の解 x(· ; φ)は基本解を用いて

x(n; φ) = r(n)φ(0) +
n−1∑
s=0

r(n− s− 1)
( −1∑

j=−∞
q(s− j)φ(j)

)

と表される。この式を利用することにより次の関係が導かれる:

r ∈ l1(Z+) ⇒ (E∞)の零解は一様漸近安定

3.2 Wenerの lemma

定理 1 を利用して以下の定理を導くことができる。
¤ ¡
定理 4 (Wienerの Lemma)£ ¢

¶ ³

f : [0, 2π) → Cは連続で、絶対収束するフーリエ級数に展開可能とする：




f(t) =
∞∑

n=−∞
a(n)eint, t ∈ [0, 2π)

∞∑
n=−∞

|a(n)| < ∞

さらに、

f(t) 6= 0
(
∀ t ∈ [0, 2π)

)

とする。このとき、 1
f(t)
は絶対収束するフーリエ級数に展開される:

∃ b = {b(n)} ∈ l1(Z) :
1

f(t)
=

∞∑
n=−∞

b(n)eint
(
∀ t ∈ [0, 2π)

)

µ ´
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