
同値関係と数の構成について

S17M047 下山 晴生

本稿ではこれまで扱ってきた “種々の数”を集合論（写像，直積集合，同値関係）に立脚し再構成する．

1 整数 Zの構成
自然数全体の集合 N = {0, 1, 2, · · · } 上の演算（和・積）及び全順序 ≤ は既知とする．例えば「N 内で

a+ x = b+ xが成立すれば，両辺で共通する xを “消去”して a = bが得られる」こと等は自由に用いる．直

積集合 N×Nの元 (m,n)と (x, y)に対して，(m,n) ∼Z (x, y) :⇔ m+ y = n+ x in N という関係を考える．

補題 1.1. この ∼Z は N× N上の同値関係である．

Proof. [反射律] と [対称律] は明らかである．[推移律] 任意の (m,n) ∼Z (x, y) と (x, y) ∼Z (a, b) に対して，

(m+ b)+ (x+ y) = (m+ y)+ (x+ b) = (n+x)+ (x+ b) = (n+x)+ (y+ a) = (n+ a)+ (x+ y) が定義か

ら成立する．両辺から x+ y を “消去”してm+ b = n+ aを得る. よって (m,n) ∼Z (a, b)が成立する．

この同値関係による商集合を Z := (N× N)/∼Z と書き，元を整数という．この集合上に，二項演算 +Z 及

び ×Z，ゼロ元 0Z，単位元 1Z，順序 ≤Z をそれぞれ次の様に定義する．

[(m,n)] +Z [(x, y)] := [(m+ x, n+ y)], [(m,n)]×Z [(x, y)] := [(mx+ ny,my + nx)],

0Z := [(0, 0)], 1Z := [(1, 0)], [(m,n)] ≤Z [(x, y)] :⇔ m+ y ≤ n+ x.

補題 1.2. これらの二項関係 +Z,×Z,≤Z は well-definedである．

Proof. +Z,≤Z は比較的容易に示せる．[×Z について] 任意の (m,n) ∼Z (m′, n′)と (x, y) ∼Z (x′, y′)に対し

て，等号 (m+ n′)(x+ x′) + (m+m′)(x+ y′) + (n+m′)(x′ + y) = (n+m′)(x+ x′) + (m+m′)(y+ x′) +

(m+n′)(x+y′) が N内で成立する．これを整理し，(mx+ny)+(m′y′+n′x′) = (m′x′+n′y′)+(my+nx)

を得る．即ち，(mx+ ny,my + nx) ∼Z (m′x′ + n′y′,m′y′ + n′x′)である．

補題 1.3. 集合 Zは和 +Z と積 ×Z によって可換環をなす．さらに整域になる．

Proof. 演算の定義から Z が可換環をなすことは比較的容易に従う．例えば [(m,n)] のマイナス元は

−[(m,n)] = [(n,m)] である．次に整域性をいう．もし [(m,n)] ×Z [(x, y)] = 0Z であったとすると，

mx + ny = my + nx が成立する．[(m,n)] ̸= 0Z，つまり m ̸= n の場合，n ≤ m 若しくは m ≤ n が

成立している．前者の場合，∃k ∈ N,m = n+ kと表せるので，nx+ kx+ ny = ny + ky + nxを得る．両辺

で共通する項を “消去”して kx = ky が成立する. いま [(m,n)] ̸= 0Z だから k ̸= 0である．よって Nの性質
より x = y を得るので，[(x, y)] = 0Z である．後者の場合も同様である．

補題 1.4. ∀M,X ∈ Zに対して次が成立する．(1) M ≤Z X ⇔ 0Z ≤Z X −M , (2) 0Z ≤Z Aかつ A ̸= 0Z な

らば [0Z ≤Z M ⇔ 0Z ≤Z M ×Z A], (3) 0Z ≤Z Aかつ A ̸= 0Z ならば [M ≤Z X ⇔ M ×Z A ≤Z X ×Z A].

Proof. (1)は順序の定義から明らかである．(2)代表元でM = [(m,n)], A = [(a, b)]と表示するとき，仮定よ

り，ある k ∈ Nが存在し a = b+kと表せる．(⇒)仮定から n ≤ mがいえるので，mb+na = mb+nb+nk ≤
mb + nb + mk が得られる．不等式左辺は m(b + k) + nb = ma + nb となるので，0Z ≤Z M ×Z A が成
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立する．(⇐) 仮定より mb + na ≤ ma + nb がいえるので，mb + nb + nk ≤ mb + mk + nb が得られる．

両辺で共通する項を “消去” して，nk ≤ mk となる．いま仮定より A ̸= 0Z だから k ̸= 0 である．よって

N の性質より n ≤ m が成立する．(3)(⇒) (1) より，0Z ≤Z X − M を得る．0Z ≤Z A なので (2) より，

0Z ≤Z (X −M)×Z Aがわかる．Zの分配律より (X −M)×Z A = X ×Z A−M ×Z Aが成り立つので，(1)

よりM ×Z A ≤Z X ×Z Aが成立する．(⇐)先の議論の逆を辿ればよい．

自然な写像 f : N → Z;m 7→ [(m, 0)] は二項演算と順序を保つ単射である事がすぐにわかる．つまり

∀m,x ∈ Nに対して，f(m+ x) = f(m) +Z (x), f(mx) = f(m) ×Z f(x), m ≤ x ⇔ f(m) ≤Z f(x) が成立

する．この単射による同一視のもと，以降m,n ∈ Nに対して，+Z,×Z, 0Z, 1Z,≤Z の添字 Zは省略する．

2 有理数 Qの構成
以下で Z+ := {N ∈ Z | 0 ≤ N かつ N ̸= 0} とおく．直積集合 Z× Z+ の元 (M,N) と (X,Y )に対して，

(M,N) ∼Q (X,Y ) :⇔ MY = NX in Z という関係を考える．

補題 2.1. この ∼Q は Z× Z+ 上の同値関係である.

Proof. [反射律]と [対称律]は明らかである．[推移律]任意の (M,N) ∼Q (X,Y )と (X,Y ) ∼Q (A,B)を取り

固定する．まずMY = NX の両辺に B を掛けるとMYB = NXB を得る．この右辺で XB = Y Aを用い

ればMYB = NY Aが成立する．いま Y ∈ Z+ であるから，補題 1.3よりMB = NAを得る．

この同値関係による商集合を Q := (Z× Z+)/∼Q と書き，その元を有理数という．この集合上に，二項演

算 +Q 及び ×Q，ゼロ元 0Q，単位元 1Q，順序 ≤Q をそれぞれ次の様に定義する．

[(M,N)] +Q [(X,Y )] := [(MY +NX,NY )], [(M,N)]×Q [(X,Y )] := [(MX,NY )],

0Q := [(0, 1)], 1Q := [(1, 1)], [(M,N)] ≤Q [(X,Y )] :⇔ MY ≤ NX.

補題 2.2. これらの二項関係 +Q,×Q,≤Q は well-definedである．

Proof. +Q,×Qは比較的容易に示せる．[≤Qについて]任意の (M,N) ∼Q (M ′, N ′)と (X,Y ) ∼Q (X ′, Y ′)に

対して，MN ′ = NM ′ かつXY ′ = Y X ′ が成立している．いまMY ≤ NX と仮定すると，両辺に N ′ ∈ Z+

を掛けることで MN ′Y ≤ NN ′X を得る（補題 1.4(3)）．これにより NM ′Y ≤ NN ′X が成立する．ここ

で N ∈ Z+ なので補題 1.4(3) より，M ′Y ≤ N ′X がわかる．この両辺に Y ′ を掛けて M ′Y Y ′ ≤ N ′XY ′

を得る（補題 1.4(3)）．これにより MY Y ′ ≤ N ′Y X ′ が成立する．いま Y ∈ Z+ なので，補題 1.4(3) より

M ′Y ′ ≤ N ′X ′ が成立する．

上記演算により Q は体をなすことが容易に示される．例えば 0Q ̸= [(M,N)] ∈ Q に対して，その逆元は
[(N,M)] で与えられる．自然な写像 Z → Q;M 7→ [(M, 1)]は順序を保つ単射な環準同型である．この同一視

のもと，以降 (M,N) ∈ Z × Z+ に対して，M
N := [(M,N)]と書き，+Q,×Q, 0Q, 1Q,≤Q の添字 Qは省略す

る．補題 1.4から次がすぐわかる．

補題 2.3. ∀M,X ∈ Z,∀N ∈ Z+ に対して，M ≤ X ⇔ M
N ≤ X

N が成立する．

各 q ∈ Qに対して |q| := q(0 ≤ q のとき), −q(q ≤ 0のとき)をその絶対値という．

補題 2.4 (三角不等式). ∀p, q ∈ Qに対して，(1)|p+ q| ≤ |p|+ |q|かつ (2) |p| − |q| ≤ |p− q|が成立する．
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Proof. (1)まず p, q が同時に正・負のときは定義より明らか．次に q ≤ 0 ≤ pのときを考える．(i) 0 ≤ p+ q

のとき |p+q| = p+q ≤ p−q = |p|+ |q|なのでよい．(ii) p+q ≤ 0のとき |p+q| = −p−q ≤ p−q = |p|+ |q|
なのでよい．最後に p ≤ 0 ≤ qのときも同様にして主張が確かめられる．この結果より (2)は容易に従う．

簡単の為，p, q ∈ Q に対して p < q :⇔ p ≤ q かつ p ̸= q と定義し，Q+ := {q ∈ Q | 0 < q} と書く．

補題 2.5. (1) ∀q, p ∈ Q に対して [q < p ⇒ ∃r ∈ Q, q < r < p] が成立する．(2) ∀q ∈ Q に対して
[∀p ∈ Q+, q < p ⇒ q ≤ 0]が成立する. (3) ∀q ∈ Qに対して [∀p ∈ Q+, |q| < p ⇒ q = 0]が成立する．

Proof. (1)仮定から 2q = q + q < q + pが成り立つので，補題 2.3より q = 2q
2 < q+p

2 を得る．また仮定から

q + p < p+ p = 2pが成り立つから同様にして q+p
2 < 2p

2 = pを得る．よって r := q+p
2 とおけば主張が成立

する．(2)背理法で 0 < q と仮定すると，(1)から ∃r ∈ Q s.t. 0 < r < q となる．すると r ∈ Q+ となるが，

これは前提に矛盾する．(3) まず q ≤ |q|と (2)から q ≤ |q| ≤ 0が成立している．一方で −q ≤ |q|と (2)か

ら −q ≤ |q| ≤ 0であるから，0 ≤ q となる．従って q = 0を強いる．

3 実数 Rの構成
写像 a : N → Qを有理数列という．このとき各 n ∈ Nに対して an := a(n)と書き，写像 aを (an)n と表

すことにする．また q ∈ Qに対して，(q)n を N → Q;n 7→ q という “恒等的に同じ値を取る数列”とする．

定義 3.1. 有理数列 (an)n がCauchyであるとは ∀ϵ ∈ Q+, ∃k ∈ N, ∀m,n ∈ N [m,n > k ⇒ |am − an| < ϵ]

が成立するときをいう．その全体の集合を QN
C と書く．

命題 3.2. 任意の (an)n ∈ QN
C は Qの中で有界である．つまり ∃q ∈ Q+, ∀n ∈ N, |an| < q が成立する．

Proof. 定義から ∃k ∈ N, ∀m ∈ N [m > k ⇒ |am−ak+1| < 1]が成立しているので，補題 2.4(2)よりm > kに

対して，|am|− |ak+1| ≤ |am−ak+1| < 1 を得る．そこで主張の qとしてmax{|a0|, |a1|, · · · , |ak|, |ak+1|+1}
をとればよい．ここで Qの順序は全順序なので最大値が存在することに注意する．

さて (an)n, (bn)n ∈ QN
C に対して，二項関係 (an)n ∼R (bn)n を ∀ϵ ∈ Q+, ∃k ∈ N, ∀m,n ∈ N [m,n > k ⇒

|am − bn| < ϵ] と定義する．

補題 3.3. この ∼R は QN
C 上の同値関係である．

Proof. [反射律] QN
C の定義より明らか．[対称律] 絶対値の定義より明らか．[推移律] (an)n ∼R (bn)n かつ

(bn)n ∼R (cn)nとする．∀ϵ ∈ Q+をとり固定する．定義より，∃k, k′ ∈ N, ∀m,n ∈ N [m,n > k ⇒ |am−bn| <
ϵ
3 ]かつ [m,n > k′ ⇒ |bm − cn| < ϵ

3 ]であり，(bn)n ∈ QN
C より，∃k′′ ∈ N [m,n > k′′ ⇒ |bm − bn| < ϵ

3 ]で

ある．よって m,n > max{k, k′, k′′} のとき補題 2.4 より，|am − cn| = |am − bn + bm − cn + bm − bn| ≤
|am − bn|+ |bm − cn|+ |bn − bm| < ϵ

3 + ϵ
3 + ϵ

3 = ϵ と評価できる．従って (an)n ∼R (cn)n が示された．

この同値関係による商集合を R := QN
C/ ∼R と書き，その元を実数という．この集合上に，二項演算 +R 及

び ×R，ゼロ元 0R，単位元 1R，順序 ≤R をそれぞれ次の様に定義する．

[(an)n] +R [(bn)n] := [(an + bn)n], [(an)n]×R [(bn)n] := [(anbn)n], 0R := (0)n, 1R := (1)n,

[(an)n] ≤R [(bn)n] :⇔ ∀ϵ ∈ Q+, ∃k ∈ N, ∀n ∈ N [n > k ⇒ an − bn ≤ ϵ].
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補題 3.4. これらの二項関係 +R,×R,≤R は well-definedである．

Proof. 以下で (an)n ∼R (a′n)n と (bn)n ∼R (b′n)n と仮定し，∀ϵ ∈ Q+ をとり固定する．[+R について] QN
C の

定義より，∃k, k′ ∈ N, ∀m,n ∈ N [m,n > k ⇒ |am−a′n| < ϵ
2 ]かつ [m,n > k′ ⇒ |bm− b′n| < ϵ

2 ]が成立する．

m,n > max{k, k′}とすると |(am+bm)−(a′n+b′n)| = |(am−a′n)+(bm−b′n)| ≤ |am−a′n|+|bm−b′n| < ϵ
2+

ϵ
2 =

ϵ．よって (an+bn)n ∼R (a′n+b′n)n．[×Rについて] (bn)n, (a
′
n)n ∈ QN

C であるから，命題 3.2より，q, q′ ∈ Q+

が存在し，∀n ∈ N に対して |bn| < q と |a′n| < q′ が成立する．また QN
C の定義より，∃k, k′ ∈ N, ∀m,n ∈

N [m,n > k ⇒ |am−a′n| < ϵ
2q ]かつ [m,n > k′ ⇒ |bm−b′n| < ϵ

2q′ ]が成立する．よってm,n > max{k, k′}と
すると |ambm−a′nb

′
n| = |(am−a′n)bm+a′n(bm−b′n)| ≤ |am−a′n||bm|+|a′n||bm−b′n| < ϵ

2q q+q′ ϵ
2q′ = ϵ．よって

(anbn)n ∼R (a′nb
′
n)n．[≤R について] QN

C の定義より，∃k, k′ ∈ N, ∀m,n ∈ N [m,n > k ⇒ |an − a′m| < ϵ
3 ]か

つ [m,n > k′ ⇒ |bn − b′m| < ϵ
3 ]が成立する．ここで ∃k′′ ∈ N,∀n ∈ N [n > k′′ ⇒ an − bn < ϵ

3 ] と仮定する

と，m,n > max{k, k′, k′′}のとき，a′m − b′m = (a′m − an) + (an − bn) + (bn − b′m) < ϵ
3 + ϵ

3 + ϵ
3 = ϵ．

定理 3.5. 上記演算により Rは体をなす．

Proof. 可換環をなすことは明らか．任意の 0R ̸= [(an)n] ∈ R が逆元を持つことを示す．(an)n ∈ QN
C よ

り，(A) ∃ϵ ∈ Q+, ∀k ∈ N, ∃n ∈ N [n > k かつ |an| ≥ ϵ] が成り立つ．他方で (an)n ∈ QN
C より，こ

の ϵ に対して (B) ∃k0 ∈ N, ∀m,n ∈ N [m,n > k0 ⇒ am − ϵ
2 < an < am + ϵ

2 ] が成り立つ．すると

(A) で k = k0 のときを考えると，∃n0 > k0 [(i) an0 ≤ −ϵ または (ii) ϵ ≤ an0 ] をとることが出来る．い

ま n0 > k0 なので (B) より，∀n > k0，an < an0 + ϵ
2 が成立する．このことから (i) an0 ≤ −ϵ のとき

an < an0 +
ϵ
2 ≤ −ϵ+ ϵ

2 = − ϵ
2 < 0となり，(ii) ϵ ≤ an0 のとき an > an0 − ϵ

2 ≥ ϵ− ϵ
2 = ϵ

2 > 0となる．よっ

ていずれの場合も ∀n > k0, an ̸= 0とわかる．ここで bn を n ≤ k0 のとき 1とし，n > k0 のとき 1
an
と定め

る．すると n > k0 ならば |anbn − 1| = 0 < ϵより，(anbn)n ∼R (1)n が成立する．

定理 3.6. 自然な写像 Q → R; q 7→ [(q)n] は順序を保存する単射な環準同型である．

Proof. まず [(q)n] = [(p)n] とすると，∀ϵ ∈ Q+ に対して，|q − p| < ϵ となる．すると補題 2.5(3) より

q − p = 0となり単射性が示せた．環準同型であることは定義より明らか．最後に順序を保つことを示す．ま

ず q ≤ pと仮定すると，任意の ϵ ∈ Q+ に対して q − p ≤ 0 < ϵが成り立つので [(q)n] ≤R [(p)n]が成り立つ．

逆に [(q)n] ≤R [(p)n]と仮定すると，任意の ϵ ∈ Q+ に対して q − p ≤ ϵが成り立つ．よって補題 2.5(2)より，

q − p ≤ 0が成立し q ≤ pを得る．

実はこの R の順序 ≤R は全順序であることがわかるので [1, 命題 3.2.6]，体 R = (R, 0R, 1R,+R,×R,≤R)

は順序体となる．命題 3.2から「∀α ∈ R, ∃n ∈ N, α <R n（アルキメデスの原理）」が容易に従う．実は「R
の任意の Cauchy列は “収束列”である（完備性）」が成り立つことが知られている [1, 定理 3.2.7]ので，特に

「Rの任意の空でない上に有界な集合は “上限”を持つ（連続性公理）」も成り立つ [2, 第 1章 §3 注意 4]．事実

として，このような性質を持つような順序体は，体の同型を除いて一意的に存在する [1, 定理 3.1.8] ことから，

これまで当たり前のように扱ってきた “実数”を，本稿では集合論の立場から具体的に構成したことになる．
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