
対称群の既約表現と表現環について
S19M075 中村 大祐

1 対称群の既約表現の構成
任意の集合 X,Y について，X から Y への全単射全体の集合を BijpX,Y qとかくこととする．さらに任意
の自然数 nについて，rns :“ t1, . . . , nuとおき，対称群 Sn は Bijprns, rnsqとして実現する．cycleなどの性
質は既知のものとして扱い Sn の演算は適宜省略することとする．ただし cycleを表記するときは p qのかわ
りに VWを使うこととする．例えば 1と 2を入れ替える cycleは V1 2Wとかく．以降，2以上の自然数 nを
ひとつとり固定して議論する．

1.1 Sn の共役類と partitionとの間の一対一対応
基礎体が代数的閉体であるとき，既約表現の種類の数と共役類たちの個数は等しいのであった ([1, §5.4])．
実は対称群の共役類は，数の分割のような簡単なものと一対一に対応する．このことを述べるために次のよう
な言葉づかいを用意する．
定義 1.1

ℓ P N, λ “ pλ1, λ2, . . . , λℓq P Nℓ に対して，

λが nの partitionである :ô pλ1 ŕ λ2 ŕ . . . ŕ λℓ &
ℓ

ÿ

i“1

λi “ nq.

また nの partition全体の集合をPn と書くことにする．

定義 1.2

r P N, σ P Sn, λ “ pλ1, λ2, . . . , λℓq P Pn に対して，
λがσの cycle typeである
:ô Dσ1, σ2, . . . , σℓ : disjoint cyclespσ “ σ1σ2 ¨ ¨ ¨σℓ & pλ1, λ2, . . . , λℓq “ p|σ1|, |σ2|, . . . , |σℓ|qq.

ここで |σ|という記号はSn の演算についての σ の orderを表している． σ が cycleのときのその orderは σ

を cycleで表示したときに現れる自然数の個数と一致にすることにも注意すべし．
命題 1.3

@σ P Sn, D!λ P Pnpλは σ の cycle typeq．

Proof : 任意の置換が disjoint cycles の合成で書けることは線形代数で既にやっている．この disjoint cycles の長
さを降順に並べれればそれは partition になるので存在性はよい．次に pλ1, . . . , λℓq と pµ1, . . . , µkq が σ の cycle

typeであったとすると σ は長さが pλ1, . . . , λℓqであるような disjoint cyclesと，長さが pµ1, . . . , µkqであるような
disjoint cyclesでかけていることになる．置換が 2通りの disjoint cyclesでかけているときそれらは単なる写像の合
成の並び変えとなっていることも線形代数で既にやっているので，それらの長さである pλ1, . . . , λℓqと pµ1, . . . , µkq

も単なる並び変えとなっていることがわかる．ここで pλ1, . . . , λℓqと pµ1, . . . , µkqは partitionであり降順という条
件が課されているのでこれらは一致する．

命題 1.3により σ P Sn に対して一意的に定まる cycle typeを cycpσqと表すことにする．
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補題 1.4

g P Sn と cycle Vs1 s2 ¨ ¨ ¨ sℓW P Sn について，gVs1 s2 ¨ ¨ ¨ sℓWg´1 “ Vgps1q gps2q ¨ ¨ ¨ gpsℓqW.
Proof : gVs1 s2 ¨ ¨ ¨ sℓW “ Vgps1q gps2q ¨ ¨ ¨ gpsℓqWg を示せばよい．
任意に x P rnsをとる．x R ts1 ¨ ¨ ¨ sℓuのときは，g P Sn より，gpxq R tgps1q ¨ ¨ ¨ gpsℓquであるので

Vgps1q . . . gpsℓqWgpxq “ gpxq “ gVs1 . . . sℓWpxq.

x P ts1 ¨ ¨ ¨ sℓ´1uのときは，ある i P rℓ´ 1sにより x “ si とかけ，

gVs1 ¨ ¨ ¨ sℓWpxq “ gpsi`1q “ Vgps1q ¨ ¨ ¨ gpsℓqWgpxq．

x “ sℓ のときは，
gVs1 ¨ ¨ ¨ sℓWpxq “ gps1q “ Vgps1q ¨ ¨ ¨ gpsℓqWgpxq.

定理 1.5

Sn{ „
conj

Ñ Pn;σ ÞÑ cycpσqは全単射．特に単射性より @σ P Snpσ „
conj
σ´1q．

Proof : well-definedと単射は @σ, τ P Snpσ „
conj

τ ô cycpσq “ cycpτqqを示せばよい．
任意に σ, τ P Sn をとる．すると，ある disjoint cycles σ1, σ2, . . . , σℓ が存在して，σ “ σ1 ¨ ¨ ¨σℓ&cycpσq “

p|σ1|, . . . , |σℓ|q
(補題 1.4)

“ p|gσ1g
´1|, . . . , |gσℓg

´1|q を満たす．
pñq σ „

conj
τ と仮定すると，ある g P Sn が存在して，τ “ gσg´1 “ pgσ1g

´1q ¨ ¨ ¨ pgσℓg
´1q．よって先のことより

cycpσqは τ の cycle typeでもあるので cycle typeの一意性より cycpσq “ cycpτq．
pðq cycpσq “ cycpτqと仮定すると，ある disjoint cycles τ1, τ2, . . . , τℓ が存在して，τ “ τ1 ¨ ¨ ¨ τℓ& p|σ1|, . . . , |σℓ|q “

p|τ1|, . . . , |τℓ|q を満たす．disjoyint cycles を各 i P rℓs について，σi “ Vis1 is2 ¨ ¨ ¨ is|σi|W, τi “Vit1 it2 ¨ ¨ ¨ it|σi|Wと表示することとする．ここで
g :“

ˆ

1s1
1s2 ¨ ¨ ¨ 1s|σ1|

2s1
2s2 ¨ ¨ ¨ 2s|σ2| . . . ℓs1

ℓs2 ¨ ¨ ¨ ℓs|σℓ|
1t1

1t2 ¨ ¨ ¨ 1t|σ1|
2t1

2t2 ¨ ¨ ¨ 2t|σ2| . . . ℓt1
ℓt2 ¨ ¨ ¨ ℓt|σℓ|

˙

とおくと，

gσg´1
“ pgσ1g

´1
q ¨ ¨ ¨ pgσℓg

´1
q

“ gV1s1
1s2 ¨ ¨ ¨

1s|σ1|Wg´1
¨ ¨ ¨ gVℓs1 ℓs2 ¨ ¨ ¨

ℓs|σℓ|Wg´1

“ Vgp
1s1q gp

1s2q ¨ ¨ ¨ gp
1s|σ1|qW ¨ ¨ ¨ Vgp

ℓs1q gp
ℓs2q ¨ ¨ ¨ gp

ℓs|σℓ|qW p7 補題 1.4q

“ V1t1
1t2 ¨ ¨ ¨

1t|σ1|W ¨ ¨ ¨ Vℓt1 ℓt2 ¨ ¨ ¨
ℓt|σℓ|W

“ τ1 ¨ ¨ ¨ τℓ “ τ．

従って σ „
conj

τ．
次に全射を示す．任意に pλ1, . . . , λℓq P Pn をとる．各 i P rℓsについて，

σi :“ Vp1 ` p

i´1
ÿ

k“1

qλkq p2 ` p

i´1
ÿ

k“1

qλkq ¨ ¨ ¨ pλi ` p

i´1
ÿ

k“1

qλkqW
とおくとこれらは disjoint cycles になる．さらに p|σ1|, . . . , |σℓ|q “ pλ1, . . . , λℓq でもあるので，pλ1, . . . , λℓq は
σ1 ¨ ¨ ¨σℓ の cycle typeであるから，cycpσ1 ¨ ¨ ¨σℓq “ pλ1, . . . , λℓq．
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1.2 tableauxの定義とその性質
λ “ pλ1, . . . , λℓq P Pn について，

Posλ :“ tpi, jq P N2 | i P rℓs& j P rλisu, Tabλ :“ BijpPosλ, rnsq

とおく．Tn :“
Ť

µPPn
Tabµ の元のことを tableauxと呼ぶ．実はこの tableauxから Sn の既約表現がつく

れる．以下ではそれを示すために必要な定義や性質を述べる．N2 から第一成分を取り出す射影を π1，第二成
分を取り出す射影を π2 と表すこととする．T P Tabλ について，

horT :“ π1 ˝ T´1, verT :“ π2 ˝ T´1

HT :“ tσ P Sn | horT ˝ σ “ horTu, VT :“ tσ P Sn | verT ˝ σ “ verTu

とおく．これらHT,VT はSn の部分群となることがすぐに確かめられる．σ P Sについて，σT :“ σ ˝ Tとお
く．すると全単射の合成が全単射であることより σT P Tabλ となる．
命題 1.6

T P Tn について，以下の 3つが成立する．

piq HT X VT “ tidu．
piiq σ P Sn について，VσT “ σVTσ

´1．特に，σ P VT のときは，VσT “ VT．
piiiq HT ˆ VT Ñ HTVT ; ph, vq ÞÑ hvは全単射．特に @ph, vq P HT ˆ VTphv “ id ô ph “ id & v “ idqq．

Proof : (i) 任意に σ P HT X VT をとる．任意の x P rnsについて，
T

´1
˝ σpxq “ phorT ˝ σpxq, verT ˝ σpyqq “ phorTpxq, verTpxqq “ T

´1
pxq.

よって，T´1 ˝ σ “ T´1 なので σ “ id．
(ii) (Ą) 任意に σvσ´1 P σVTσ

´1 をとる．

verσT ˝ pσvσ´1
q “ π2 ˝ pσTq

´1
˝ pσvσ´1

q “ π2 ˝ T
´1

˝ pvσ´1
q “ verT ˝ v ˝ σ´1 pvPVTq

“ verT ˝ σ´1
“ verσT.

よって σvσ´1 P VσT．
(Ă) 任意に v P VσT をとる．v “ σpσ´1vσqσ´1 であり，

verT ˝ pσ´1vσq “ π2 ˝ T
´1

˝ σ´1
˝ v ˝ σ “ verσT ˝ v ˝ σ

pvPVσTq
“ verσT ˝ σ “ verT

より σ´1vσ P VT なので v P σVTσ
´1．

(iii) 全射は自明．任意に ph, vq, ph1, v1q P HTVT をとり hv “ h1v1 と仮定．すると，vv1´1 “ h´1h1 なので，
vv1´1, h´1h1 P HT X VT

(i)
“ id．よって，vv1´1, h´1h1 “ id だから v “ v1 & h “ h1．よって単射も成立．

補題 1.7

λ “ pλ1, . . . , λℓq P Pn, T P Tabλ, i P rℓsについて，λi “ #hor´1
T ptiuq．

Proof : 次の対応の全単射性を示せばよい．
hor´1

T ptiuq Ñ rλis;x ÞÑ verTpxq

well-defined は任意の x P hor´1
T ptiuq について，horT, verT の定義より phorTpxq, verTpxqq P Posλ なので verTpxq P

rλhorTpxqs “ rλisであることより従う．単射は任意の x, y P hor´1
T ptiuqについて，verTpxq “ verTpyq ô pi, verTpxqq “

pi, verTpyqq ô phorTpxq, verTpxqq “ phorTpyq, verTpyqq ô T´1pxq “ T´1pyq ô x “ y であることより従う．全射は
任意の j P rλisについて，j “ verTpTpi, jqqで Tpi, jq P hor´1

T ptiuqであることより従う．
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補題 1.8

λ “ pλ1, . . . , λℓq, µ “ pµ1, . . . , µkq P Pn, T P Tabλ, U P Tabµ, r P rℓs X rksに対し，以下は同値である．

piq Dh P HT,@i P rrspλi “ µi &@j P rλispTpi, jq “ hUpi, jqqq

piiq @i P rrsphor´1
T ptiuq “ hor´1

U ptiuqq．

Proof : (i) ñ (ii): 任意に i P rrs をとる．まず hor´1
T ptiuq Ą hor´1

U ptiuq である．実際，任意に x P hor´1
U ptiuq を

とると，仮定より Tpi, verUpxqq “ hUpi, verUpxqq なので両辺に horT を施すと i “ horT ˝ hpUphorUpxq, verUpxqqq “

horT ˝ hpxq “ horTpxq．よって x P hor´1
T ptiuq．さらに仮定より λi “ µi なので補題 1.7 より，#hor´1

T ptiuq “

#hor´1
U ptiuq．よって先のことと合わせて hor´1

T ptiuq “ hor´1
U ptiuq．

(i) ð (ii): まず仮定と補題 1.7より @i P rrspλi “ µiq．任意に p P
Ťr
i“1 hor

´1
U ptiuqをとると Di P rrsphorUppq “ iq

であるから verUppq ď µhorUppq “ µi “ λi “ λhorUppq．従って U´1ppq “ phorUppq, verUppqq P Posλ．よって
@p P

Ťr
i“1 hor

´1
U ptiuqpU´1ppq P Posλq であるので，次の h : rns Ñ rns は well-defined．

hppq :“

#

T ˝ U´1ppq if p P
Ťr
i“1 hor

´1
U ptiuq,

p otherwise.

以下で全射を示す．任意に q P rns をとると，q R
Ťr
i“1 hor

´1
T ptiuq のときは q “ hpqq であるのでよい．q P

Ťr
i“1 hor

´1
U ptiuq のときは，仮定より q P

Ťr
i“1 hor

´1
T ptiuq なので，well-defined を示したときと同様にやれば

T´1pqq P Posµ となるので p :“ U ˝ T´1pqq が考えられる．horUppq “ π1 ˝ U´1ppq “ horTpqq なので，p P
Ťr
i“1 hor

´1
U ptiuqであるので hppq “ T ˝ U´1pU ˝ T´1pqqq “ q．さらに hの始域と終域の元の個数が同じであることか

ら単射も従う．最後に hの定義より horT ˝ h “ horT であることもすぐにわかるので h P HT．任意の i P rrs, j P rλis

について，hの定義より hUpi, jq “ Tpi, jq．

以下の命題 1.9は Sn の既約表現を構成する上で最も本質的であり，tableaux から構成される表現の既約性
や paritionの異なる tabluauxから得られる既約表現は同型でないことなどを示すのに使われる．
命題 1.9

λ “ pλ1, . . . , λℓq, µ “ pµ1, . . . , µkq P Pn, T P Tabλ, U P Tabµ, r P rℓs X rksについて，

@i P rrspλi “ µi &@x, y P hor´1
T ptiuqpx ‰ y ñ verUpxq “ verUpyqqq

ñ Dh P HT, Dv P VU,@i P rrs,@j P rλispTpi, jq “ hvUpi, jqq.

Proof : @i P rrspλi “ µi & @x, y P hor´1
T ptiuqpx ‰ y ñ verUpxq “ verUpyqqqと仮定．すると

(‹) @i P rrs,@x, y P hor´1
T ptiuqpx ‰ y ñ ver´1

U ptverUpxquq X ver´1
U ptverUpyquq “ Hq

を満たす．@s P Nps ď r ñ Dh P HT, Dv P VU,@i P rss,@j P rλispTpi, jq “ hvUpi, jqqqを sに関する帰納法で示す．
まず s “ 1 のときの成立を示す．@x P rnspp1, verUpxqq P Posµq であることが horU, verU,Pn の定義よりいえる
ので

v :“
ź

xPhor´1
T pt1uq

Vx Up1, verUpxqqW
が考えられる．自明に @x P hor´1

T pt1uqptx, Up1, verUpxqqu Ă ver´1
U ptverUpxquqq であるので (‹) より v は disjoint

cycles の積となっている．ここで v P VU であることが v の定義よりすぐに確かめられる．ところで hor´1
T pt1uq “

hor´1
vU pt1uq である．実際任意の x P hor´1

T pt1uq について，horvUpxq “ horUpv´1pxqq “ horUpvpxqq
pv の defq

“

horUpUp1, verUpxqq “ 1．ここで 2 番目の式変形は v が disjoint cycles の積だから v “ v´1 であることより．
よって hor´1

T pt1uq Ă hor´1
vU pt1uq．さらに仮定より λ1 “ µ1 なので補題 1.7より #hor´1

T pt1uq “ #hor´1
vU pt1uqであ

るから hor´1
T pt1uq “ hor´1

vU pt1uq．従って補題 1.8の ppiq ð piiqqより s “ 1のときの主張の成立が示せた．
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s までの主張の成立を仮定する．s ` 1 ď r と仮定．まず帰納法の仮定より Dh1 P HT, Dv
1 P VU,@i P

rss,@j P rλispTpi, jq “ h1v1Upi, jqqq．ここで @x P hor´1
T pts ` 1uqpps ` 1, verv1Upxqq P Posµq が成立する．そ

れを以下で示す．任意に x P hor´1
T pts ` 1uq をとる．horv1Upxq ď s と仮定すると x P

Ťs
i“1 hor

´1
v1Uptiuq となる

ので帰納法の仮定と補題 1.8 の ppiq ñ piiqq より x P
Ťs
i“1 hor

´1
T ptiuq であるから horTpxq ď s である．これは

x の取り方に矛盾するので背理法により horv1Upxq ą s なので horv1Upxq ě s ` 1．よって partition の定義より
µhorv1Upxq ď µs`1．さらに horv1U, verv1U の定義より phorv1Upxq, verv1Upxqq P Posµ であるから verv1Upxq ď µhorv1Upxq．
よって verv1Upxq ď µs`1 だから ps` 1, verv1Upxqq P Posµ．
従って

w :“
ź

xPhorTpts`1uq

Vx v1
Ups` 1, verv1UpxqqW

v :“ w ˝ v1

が考えられる．任意の p P hor´1
T pts ` 1uq について tx, v1Ups ` 1, verv1Upxqqu Ă ver´1

v1Uptverv1Upxquq
pv1PVUq

“

ver´1
U ptverUpxquqであることと (‹)より wは disjoint cyclesの積になっている．ここで w P Vv1U

(命題 1.6(ii))
“ VU であ

ることがすぐに確かめられる．よって v “ w ˝ v1 P VU である．さらに @i P rs ` 1sphor´1
T ptiuq “ hor´1

vU ptiuqqであ
る．以下でそれを示す．任意に i P rs` 1sをとる．
任意に x P hor´1

T ptiuqqをとる．i ď sのとき，

horvUpxq “ π1 ˝ U
´1

˝ v1´1
˝ w´1

pxq “ π1 ˝ U
´1

˝ v1´1
˝ wpxq

pw の defq
“ π1 ˝ U

´1
˝ v1´1

pxq “ horv1Upxq “ i.

2番目の式変形は w が disjoint cyclesの積であること，最後の変形は i P rssであることと補題 1.8の ppiq ñ piiqqよ
り hor´1

T ptiuq “ hor´1
v1Uptiuqであることを使っている．i “ s` 1のとき，

horvUpxq “ π1 ˝ U
´1

˝ v1´1
˝ wpxqq

pw の defq
“ π1 ˝ U

´1
˝ v1´1

pv1
Ups` 1, verv1Upxqqq “ s` 1 “ i.

従って hor´1
T ptiuq Ă hor´1

vU ptiuq である．仮定より λi “ µi なので補題 1.7 より #hor´1
T ptiuq “ #hor´1

vU ptiuq で
あるから hor´1

T ptiuq “ hor´1
vU ptiuq．

従って @i P rs`1sphor´1
T ptiuq “ hor´1

vU ptiuqqであることが示せたので，補題 1.8の ppiq ð piiqqより Dh P HT,@i P

rs` 1s,@j P rλispTpi, jq “ hvUpi, jqq．

系 1.10

λ P Pn, T, U P Tabλ について，

@x, y P rnsppx ‰ y & horTpxq “ horTpyqq ñ verUpxq ‰ verUpyqq

ñ Dh P HTDv P VUpT “ hvUq.

Proof : 命題 1.9より従う．

系 1.11

σ P Sn, T P Tabn について，

@x, y P rnsppx ‰ y & horTpxq “ horTpyqq ñ verσTpxq ‰ verσTpyqq ñ σ P HTVT.

Proof : 任意に σ P Sn, T P Tn をとりこれらが @x, y P rnsppx ‰ y & horTpxq “ horTpyqq ñ verσTpxq ‰ verσTpyqq

を満たすとする．すると T と σT は系 1.10 の仮定を満たすので Dh P HT, Dv
1 P VσTpT “ hv1pσTqq． Tn の定義よ

り T は全単射なので，id “ hv1σ． ここで命題 1.6(ii) より v1 P σVTσ
´1 なので，v :“ σ´1v1σ と置けば v P VT で

id “ hpσvσ´1qσ．よって h´1v´1 “ σ．従って σ P HTVT．
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系 1.12

T, U P Tn, σ P Sn について，

Dx, y P rnspx ‰ y & horTpxq “ horTpyq & verσUpxq “ verσUpyqq

ñ Dγ P Snpγ : cycle& γ P HT &σ´1γσ P VUq．

Proof : γ :“ Vx yW P Sn とおけば γ : cycle& γ P HT & γ P VσU となることはよい．γ P VσU と命題 1.6(ii) より
γ P σVUσ

´1．よって σ´1γσ P VU．

1.3 K-代数と群環
体K と群 Gを固定する．GをK-basisとするようなK 上のベクトル空間KG :“

À

gPGKg に

p
ÿ

gPG

rggq ¨ p
ÿ

hPG

shhq “
ÿ

gPG

ÿ

hPG

rgshpghq

と積構造を入れるとこれは環になる．この KGのことを群環という．実は群の表現を考えることは群環上の
加群を考えることと同じ（正確には群の表現圏と群環上の加群圏は圏同型）で，環上の加群の一般論を群の表
現論に使うことができる．さらに群環は K-代数と呼ばれる構造も備えておりその一般論を用いることもでき
る．以下ではSn の既約表現を構成するために必要な代数と加群の一般論をみていく．環といったらそれは単
位的なもののことを指すこととする．環 R，左 R-加群M,N について，M から N への R-加群準同型全体の
集合を HomRpM,Nqとかき，特に HomRpM,Mqを EndRpMqとかくこととする．
定義 1.13

体Kについて，AがK-代数 :ô AがK-ベクトル空間かつ環で @r P K,@x, y P Aprpxyq “ prxqy “ xpryqq．

定義 1.14

環 R，左 R-加群 M について，

• M が単純 :ô pM ‰ t0u & @N : M の R-部分加群 pN “ t0u or N “ Mqq．
• M が半単純 :ô @N : M の R-部分加群 , DN 1 : M の R-部分加群 pM “ N ‘N 1q．

群環上の加群が単純 (resp.半単純)であるということは群の表現が既約 (resp.完全可約)であるということに
対応している．よってMaschke’s theorem により K の標数が有限群 Gの位数を割り切らないならば任意の
KG上の加群は半単純である．実は環 R について，t0u ‰ M が半単純 R-加群ô DI ‰ H, DpMiqiPI : M の
単純 R-部分加群たち pM “

À

iPI Miq ということが Zorn’s lemmaを用いることにより示せる．ここでは証
明は与えず事実として扱うこととする．
補題 1.15 (Schur’s lemmaの逆)

K-代数 A，零でない半単純 A-加群 V に対し，K-ベクトル空間として EndApV q – K ならば V は単純 A-

加群.

Proof : t0u ‰ V の半単純性より，DI ‰ H, DpViqiPI : V の単純 A-部分加群たち pV “
À

iPI Viq．ここで任意の j P I

について，À

iPI Vi から Vj への標準射影を πj で表すこととする．pViqiPI は単純加群たちでありそれぞれは零ベク
トル空間でないことから EndApV q Ą tπi | i P IuはK 上一次独立である．ここで EndApV qとK とがK-線形同型
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であることから EndApV qはK 上 1次元なので，その一次独立な部分集合である tPi | i P Iuの元の個数は 1以下で
ある．I ‰ Hであったので，I の元の個数は 1となるから V “

À

iPI Vi より V は単純である．

補題 1.16

K-代数 A，Aの左イデアル I に対し，ε P Aが冪等元ならばK-ベクトル空間として HomApAε, Iq – εI．

Proof : HomApAε, Iqから I への対応は f ÞÑ εfpεq，逆向きの対応は px ÞÑ xyq ÐSS y で与えればよい．これらは K-

線形写像になっており，εの冪等性より合成すると idになる．

1.4 Sn の既約表現 LT の構成
この節では tableauxから Sn の既約表現を得ることを目標とする．以降，標数が n!を割り切らない体 K

をとり固定して議論する．この節でのみ T P Tn も固定する．K の零元は 0K，単位元は 1K と表すことと
する．
以下では T P Tn をとり固定し，KSn の元たち

hT :“
ÿ

σPHT

σ, vT :“
ÿ

σPVT

sgnpσqσ, εT :“ hTvT

を考える．また HTKSn
VT :“ tx P KSn | @h P HTphx “ xq&@v P VTpsgnpvqxv “ xqu と定義する．

命題 1.17

以下の 4つが成立する．

piq @σ P HTpσhT “ hT “ hTσq．
piiq @σ P VTpsgnpσqσqvT “ vT “ sgnpσqvTσq．

piiiq εT P HTKSn
VT．

pivq εT ‰ 0．

Proof : (i), (ii)は定義より．(iii)は (i), (ii)より．(iv)は命題 1.6(iii)より，εT の idの係数は sgnpidq “ 1であるこ
とから従う．

命題 1.18

HTKSn
VT “ KεT．

Proof : pĄq 命題 1.17(iii) より自明に従う．pĂq 任意に ř

σPSn
aσσ P HTKSn

VT をとる．Sn が KSn の K-basis

であることより (1) @h P HTpahσ “ aσq; (2) @v P VTpsgnpvqaσv “ aσqがすぐに確かめられる．これらのことから
@σ P Snpσ R HTVT ñ aσ “ 0Kq が従う．実際，任意に σ P Sn をとり σ R HTVT と仮定すると，系 1.11の対偶よ
り，ある x, y P rns が存在して補題 1.12 の仮定を満たす．よって，補題 1.12 よりある cycle γ P Sn が存在して，
γ P HT &σ´1γσ P VT を満たすので

aσ
p2q
“ sgnpσ´1γσqaσpσ´1γσq “ ´aγσ

p1q
“ ´aσ.
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よって 2aσ “ 0K であるが，設定よりK の標数は 2を割り切らないので aσ “ 0K．従って，
ÿ

σPSn

aσσ “
ÿ

hvPHTVT

ahvhv

“
ÿ

hvPHTVT

avhv p7 p1qq

“
ÿ

hvPHTVT

sgnpvqpsgnpvqaidvqhv

“ aid
ÿ

hvPHTVT

sgnpvqhv p7 p2qq

“ aid
ÿ

ph,vqPHTˆVT

sgnpvqhv p7 命題 1.6(iii)q

“ aidεT．

以下のように，KSn の部分表現を εT で生成される単項左イデアルで定義する．

LT :“ pKSnqεT．

命題 1.19

以下が成立する．

piq dimpLTq1K ‰ 0K．
piiq rT :“ n!1KpdimpLTq1Kq´1 とおくと eT :“ r´1

T εT は非自明な冪等元．

Proof : まず ε2T P HTKSn
VT であることがすぐわかるので，命題 1.18 より ε2T P KεT であるから Dr P Kpε2T “ rεTq．

ここで f : KSn Ñ KSn;σ ÞÑ σεT とおくとこれは K-線形写像である．LT は KSn の K-部分空間なので
DW : KSn の K-部分空間 pKSn “ LT ‘ W q．さらに Imf Ă LT, f |LT “ r idLT であるので線形代数の一般論によ

り f の表現行列は
˜

rEdimpLTq ˚

O O

¸

となる．よって trpfq “ dimpLTqr．

一方で定義通りに trpfq を計算してみる．KSn の K-basis pσqσPSn の dual basis を pσ˚qσPSn と表すことと
する．

trpfq “
ÿ

σPSn

σ˚
pfpσqq “

ÿ

σPSn

σ˚
pσεTq “

ÿ

σPSn

ÿ

ph,vqPHTˆVT

sgnpvqσ˚
pσhvq “

ÿ

σPSn

1K “ n!1K．

ここで最後の変形は σ˚pσhvq ‰ 0 ô hv “ id
(命題 1.6(iii))

ô ph “ id & v “ idq であることを使っている．従って
trpfq “ n!1K．
よって，これまでの 2通りの trpfqの計算により pdimpLTq1Kqr “ n!1K が得られる．ここで K の標数が n!を割
り切らないことにより，n!1K は 0K でないので dimpLTq1K と r “ rT は共に 0K でない．eT “ r´1

T εT が冪等元であ
ることは ε2T “ rεT からすぐに従う．

明らかに LT “ pKSnqeT であることに注意する．
定理 1.20

LT は既約．

Proof : Maschke’s theorem より LT は半単純 KSn-加群なので補題 1.15 より K-ベクトル空間として
EndKSnpLTq – K であることをいえば十分である．LT “ pKSnqeT は自明に KSn の左イデアルであり命題 1.19

より eT は冪等元なので，補題 1.16 より K-ベクトル空間として EndKSnpLTq – eTpKSnqeT．ここで eT の定義
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と命題 1.18 より eTpKSnqeT Ă KεT である．さらに KεT “ KeT
(命題 1.19)

“ eTKeT Ă eTpKSnqeT でもあるので，
eTpKSnqeT “ KεT

(命題 1.17(iv))
– K．よって EndKSnpLTq – K である．

1.5 partitionとSn の既約表現との間の自然な一対一対応
前の節では一つの tableaux から一つの既約表現が得られるということをみた．この節ではこの構成法で

Sn の既約表現が尽くされるということを確かめる．
そのためにPn に辞書式順序を入れ，その大小を利用することで partitionが異なる tableauxから構成さ
れる既約表現は同型でないことの証明を目論む．まずは以下のように定める．
λ “ pλ1, . . . , λℓq, µ “ pµ1, . . . , µkq P Pn について，

λ ď µ :ô ppλ “ µq or pλ ‰ µ& λm ă µmqq．

ここでm :“ minti P rℓs X rks | λi ‰ µiuと置いている．この順序によりPn は全順序集合になる．
補題 1.21

λ, µ P Pn, T P Tabλ, U P Tabµ について，

λ ą µ ñ Dx, y P rnspx ‰ y & horTpxq “ horTpyq & verUpxq “ verUpyqq.

Proof : λ “ pλ1, . . . , λℓq, µ “ pµ1, . . . , µkqと表示．λ ą µと仮定すると m :“ minti P rℓs X rks | λi ‰ µiuがとれ
る．Dx, y P

Ťm´1
i“1 hor´1

T ptiuqpx ‰ y& horTpxq “ horTpyq& verUpxq “ verUpyqqを満たすときに主張が成立すること
はよい．
そうでないときは @i P rm ´ 1s@x, y P hor´1

T ptiuqpx ‰ y ñ verUpxq ‰ verUpyqq であり，λ ą µ より
@i P rm ´ 1spλi “ µiq でもあるので命題 1.9 の仮定を満たす．よって Dh P HT, Dv P VU,@i P rm ´ 1s,@j P

rλispTpi, jq “ hvUpi, jqq．よって命題 1.8 の ppiq ñ piiqq より Ťm´1
i“1 hor´1

T ptiuq “
Ťm´1
i“1 hor´1

vU ptiuq．ここで
X :“ rnsz

Ťm´1
i“1 hor´1

T ptiuq 上に @p, q P Xpp „ q :ô vervUppq “ vervUpqqq と関係を入れるとこれは同値関係にな
る．すると

φ : rµms Ñ X{„; j ÞÑ vUpm, jq

は全単射である．実際，単射は自明で，全射は以下で示す．任意に y P X{ „ をとる．ここで horvUpyq ă m と仮
定すると y P

Ťm´1
i“1 hor´1

vU ptiuqとなるので，Ťm´1
i“1 hor´1

T ptiuq “
Ťm´1
i“1 hor´1

vU ptiuqより y P
Ťm´1
i“1 hor´1

T ptiuq．こ
れは y P X であることに矛盾．よって背理法により horvUpyq ě m．従って partition の定義より µhorvUpyq ď µm．
ところで horvU, vervU の定義より phorvUpyq, vervUpyqq P Posµ であるから vervUpyq ď µhorvUpyq なので，先のこと
より vervUpyq ď µm．よって x :“ vervUpyq P rµms である．さらに vervUpyq “ vervUpvUpm,xqq であることより，
y “ vUpm,xq “ φpxq．
従って φ の全単射より µm “ #pX{ „q である．補題 1.7 から λm “ #hor´1

T ptmuq であるので，λ ą µ

より #hor´1
T ptmuq ą #pX{ „q．よって鳩ノ巣原理より hor´1

T ptmuq Ñ X{ „; p Ñ p は単射でない．よって
Dx, y P hor´1

T ptmuqpx “ y&x ‰ yq．ここで x “ y と v P VU より verUpxq “ verUpyqであるので主張が成立する．

補題 1.22

λ, µ P Pn, T P Tabλ, U P Tabµ について，λ ą µならば hTpKSnqvU “ 0．特に eTpKSnqeU “ 0．

Proof : @σ P SnphTσvU “ 0q を示せば十分である．任意に σ P Sn をとる．まず λ ą µ と補題 1.21 より，Dx, y P

rnspx ‰ y ; & ; horTpxq “ horTpyq ; & ; verσUpxq “ verσUpyqq を満たすので，系 1.12 より Dγ P Snpγ : cycle& γ P

HT &σ´1γσ P VUq．よって

hTσvU
(命題 1.17(ii))

“ hTσpsgnpσ´1γσqpσ´1γσqvUq “ ´hT γσvU
(命題 1.17(i))

“ ´hTσvU.
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従って，2hTσvU “ 0であるので hTσvU “ 0．

命題 1.23

λ, µ P Pn, T P Tabλ, U P Tabµ について，LT と LU が Sn の表現として同型なら λ “ µ．

Proof : 対偶を示す．λ ‰ µと仮定すると，pPn,ďqが全順序集合であることより λ ą µまたは λ ă µが成立する．
λ ą µ のとき補題 1.22 より 0 “ eTpKSnqeU

(補題 1.16)
– HomSnppKSnqeT, pKSnqeUq “ HomSnpLT, LUq．よって

HomSnpLT, LUq – 0であるので LT と LU は表現として同型でない．λ ă µの場合も同様．

命題 1.24

T P Tn, σ P Sn について，Sn の表現として LT – LσT．特に λ P Pn, T, U P Tabλ について，Sn の表現と
して，LT – LU．

Proof : 定義より

vσT “
ÿ

τPVσT

sgnpτqτ
(命題 1.6(ii))

“
ÿ

τPσVTσ´1

sgnpτqτ “
ÿ

τPVT

sgnpστσ´1
qστσ´1

“ σvTσ
´1.

同様に hσT “ σhTσ
´1 であるので，εσT “ pσhTσ

´1qpσvTσ
´1q “ σεTσ

´1．よって LσT “ pKSnqσεTσ
´1 “

pKSnqεTσ
´1．従って，

φ : LσT Ñ LT;x Ñ xσ

は well-definedである．さらに，これは明らかに表現としての準同型であり，定義から φpεTσ
´1q “ εT が従うので，

命題 1.17より φは零写像でない．よって Schur’s lemmaより LT – LσT．後半の主張は σ として TU´1 P Sn をと
ればよい．

群 Gに対し，
IrrKpGq :“ tL | Lは群 GのK 上の既約表現 u{ –

とおく．ここで –は Gの表現としての同型である．同値類はバーで表すこととする．λ “ pλ1, . . . , λℓq P Pn

について，
Tλ : Posλ Ñ rns; pi, jq ÞÑ p

i´1
ÿ

k“1

λkq ` j

とおく．もちろん Tλ P Tabλ となっている．
定理 1.25

K が代数閉ならPn Ñ IrrKpSnq;λ ÞÑ LTλ は全単射．

Proof : この対応は定理 1.20 より well-defined で，命題 1.23 より単射である．K が代数的閉体であることより
IrrKpSnq と Sn{ „

conj
との間には全単射が存在する ([1, §5.4])．さらに定理 1.5 より Sn{ „

conj
とPn との間には全

単射が存在する．よって IrrKpSnqとPn との間には全単射が存在するのでPn と IrrKpSnqの元の個数は等しい．
よって主張の対応の全射性も従う．
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2 対称群の既約表現の様子と指標
1節では対称群の既約表現を全て得ることはできたが，それが具体的にはどのような表現であるかや指標が
何になるのかということををきちんとは見ていない．本節ではより踏み込んで対称群の既約表現を見ていく．
以下では標数が n!を割り切らない代数的閉体K を固定して議論する．

2.1 Sn の namedな既約表現たちとその tableaux

いくつかの Sn の既約表現たちには名前がついている．この節ではその既約表現，及び対応する tabluaux

を見ていく．
定義 2.1

以下はKSn-加群である．

piq K 自身に，σ.r :“ r (r P K,σ P Sn)と作用をいれたもの．これを自明表現と呼び Ktriv とかくこと
とする．

piiq K 自身に，σ.r :“ sgnpσqr (r P K,σ P Sn)と作用をいれたもの．これを符号表現と呼び Ksgn とか
くこととする．

piiiq Kn の部分空間 tpx1, . . . , xnq P Kn |
řn

i“1 xi “ 0Ku に，σ.px1, . . . , xnq :“ pxσ´1p1q, . . . , xσ´1pnqq

pσ P Sn, px1, . . . , xnq P Knqと作用をいれたもの．これを標準表現と呼び Stdn とかくこととする．
pivq k P N,Sn の表現 V について，交代テンソル空間Źk

pV qに σ.px1 ^ . . .^ xkq :“ σ.x1 ^ . . .^ σ.xk

と作用をいれたもの．

今更だが parition は重複する成分があるとき指数のように略記することがある．例えば p5, 4, 4, 3, 2, 2, 2, 1q

は p5, 42, 3, 23, 1qと略記される．
命題 2.2

定理 1.25の対応により以下のように partitionと既約表現とが対応する．

piq pnq Ø Ktriv

piiq p1nq Ø Ksgn

Proof : (i)，(ii)は同様に示せるので (ii)のみ示す．T :“ Tp1nq とする．定義より HT “ tidu,VT “ Sn, hT “ id, εT “

vT であるので命題 1.17(ii)より @σ P SnpσεT “ sgnpσqεTq．よって Ksgn Ñ LT; r ÞÑ rεT は表現としての準同型で
あり，自明に零写像でないので Schur’s lemmaよりこれは同型．

また Stdn に対応する partition が pn ´ 1, 1q であること，k P rn ´ 1s について，Źk
pStdnq に対応する

partitionが pn´ k, 1kqであることも知られている [2, §4.1]．

2.2 転置した tableauxから得られる既約表現
一次元表現と既約表現とのテンソル積は既約なのであった [1, §5.4]．対称群には非自明な一次元表現として
符号表現が備わっているが，実はそれとのテンソル積により得られる既約表現はどの tableauxに対応するか
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まで分かってしまう．以下ではそれを見ていく．
まず λ P Pn, T P Tabλ を固定し，

tPosλ :“ tpj, iq | pi, jq P Posλu, T‹ : tPosλ Ñ rns; pj, iq ÞÑ Tpi, jq

とおく．明らかに pT‹q‹ “ Tであることに注意．
命題 2.3

µ :“ p#ver´1
T pt1uq,#ver´1

T pt2uq, . . . ,#ver´1
T ptλ1uqqとすると以下が成立する．

piq µ P Pn

piiq tPosλ “ Posµ

piiiq T‹ P Tabµ

Proof : (i) まず partition であるための条件の řλ1
i“1 µi “ n は，Ůλ1

i“1 ver
´1
T ptiuq “ rns であることより従う．もう

一つの条件の µ1 ě . . . ě µλ1 は @j, j1 P rλ1spj ď j1 ñ #ver´1
T ptjuq ě #ver´1

T ptj1uqq を示せばよい．
任意に j, j1 P rλ1sをとり，j ď j1 と仮定する．ここで

ver´1
T ptj1

uq Ñ ver´1
T ptjuq;x ÞÑ TphorTpxq, jq

は well-defined で単射である．実際，well-defined は任意の x P ver´1
T ptj1uq について，j ď j1 “ verTpxq ď

λhorTpxq なので phorTpxq, jq P Posλ であることから従う．単射も以下で示す．任意に x, x1 P ver´1
T ptj1uq をとる．

TphorTpxq, jq “ TphorTpx1q, jq と仮定すると，horTpxq “ horTpx1q となる．よって，phorTpxq, j1q “ phorTpx1q, j1q な
ので phorTpxq, verTpxqq “ phorTpx1q, verTpx1qq だから T´1pxq “ T´1pxq．従って，x “ x1 である．よってこの写像の
単射性より #ver´1

T ptj1uq ď #ver´1
T ptjuq が従う．

(ii) まず tPosλ,Posµ は共に n元集合であることがすぐにわかる，よって同じ元の個数をもつので tPosλ Ă Posµ

のみを示せば十分である．任意に pj, iq P tPosλ をとる．ここで

ris Ñ ver´1
T ptjuq; k ÞÑ Tpk, jq

は well-defined で単射である．実際，well-defined は任意の @k P risについて，k ď iより，λk ě λi
ppi,jqPPosλq

ě j

なので pk, jq P Posλ であることから従う．単射は Tの全単射性より自明．よって i “ #ris ď #ver´1
T ptjuq “ µj な

ので pj, iq P Posµ である．
(iii) Tの全単射性より T‹ は明らかに全単射であることと，(i),(ii)より従う．

ここでK-線形写像を以下のように定めると，これは環準同型 (K-代数準同型)にもなる．

s : KSn Ñ KSn;σ ÞÑ sgnpσqσ

命題 2.4

以下が成立する．

piq HT‹ “ VT,VT‹ “ HT

piiq hT‹ “ spvTq, vT‹ “ sphTq

piiiq @σ P Sn,@x P KSnpspσxq “ sgnpσqσspxqq．

Proof : (i) 任意の x P rns について，horT‹ pxq, verT‹ pxqq “ T‹´1
pxq “ T‹´1

pTphorTpxq, verTpxqqq “

pverTpxq, horTpxqq なので horT‹ “ verT, verT‹ “ horT となることから従う．
(ii) spvT q “

ř

σPVT
sgnpσqspσq “

ř

σPVT
σ

(i)
“ hT‹．もう一つも同様．
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(iii) 任意の σ P Sn,
ř

τPSn
rττ P KSn に対して，

spσ
ÿ

τPSn

rττq “
ÿ

τPSn

rτ sgnpστqστ “ sgnpσqσ
ÿ

τPSn

rτ sgnpτqτ “ sgnpσqσsp
ÿ

τPSn

rττq.

命題 2.5

Sn の表現として，LT‹ – Ksgn b LT ．

Proof : 以下のような対応を定めると，

φ : LT‹ Ñ Ksgn b LT;x Ñ 1K b spxqvT

spεT‹ qvT “ vTεT P LT であることよりこれは well-definedである．ここで sppr´1
T q2vT‹εT‹ qvT “ e2T

(命題 1.19(ii))
“ eT ‰

0 であり零写像でもない．さらに自明にK-線形であり，任意の σ P Sn, x P LT について，

φpσxq “ 1K b spσxqvT
(命題 2.4(iii))

“ 1K b sgnpσqσspxqvT “ sgnpσq1K b σspxqvT “ σ.p1K b spxqvTq “ σφpxq

であるので Sn の表現としての準同型でもある．従って，Schur’s lemmaより φは同型である．

2.3 Sn の既約表現の指標と Frobenius formula

我々は Sn の全ての既約表現の構成法を知っており “理論上”は指標の全てを計算可能である．しかし，愚
直にそれを求めようとすれば λ P Pn ごとに εTλ 及びそれから生成される単項左イデアルの K-basisを求め
る作業が必要であり，手計算では非常に時間がかかる．実は，対称群においては Frobenius formulaと呼ばれ
る公式が知られており機械的に指標を計算することができるので紹介する．
まず λ “ pλ1, . . . , λℓq P Pn, T P Tabλ, σ P Sn をとり固定する．任意の j P rℓsについて，

pj :“ λj ` ℓ´ j

とおく．定理 1.5により σ の共役類が対応する partitonを µ “ pµ1, . . . , µkqとかく．

@i, j P rkspi „ j :ô µi “ µjq

と rks上に同値関係を入れ，その完全代表系を pirqmr“1 とする．各 r P rmsについて以下のようにおく．

mi :“ #ir

事実 2.6 (Frobenius formula)

χLT
pσqは xi たちを不定元とするK 上の多項式

p
ź

1ďiăjďℓ

xi ´ xjqp

m
ź

r“1

px
µir
1 ` . . .` x

µir

ℓ qmiq

の xp1

1 x
p2

2 . . . xpℓ

ℓ の係数である．

例えば λ “ p5, 1q P P6, σ “ p1 2 3q P S6 のときは，ℓ “ 2, p1 “ 5 ` 2 ´ 1 “ 6, p2 “ 1 ` 2 ´ 1 “ 2, µ “

p3, 1, 1, 1q, k “ 4, rks “ 1 \ 2,m “ 2, i1 “ 1, i2 “ 2,m1 “ #ī1 “ #t1u “ 1,m2 “ #ī2 “ #t2, 3, 4u “ 3と
なるので，χLT

pσqは px1 ´ x2qpx31 ` x32qpx1 ` x2q3 の x61x2 の係数である．
以下の命題は対称群の指標の内積を求める時に便利である．
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事実 2.7

σ の共役類の元の個数 #σ は次で与えられる．

n!
śm

r“1 mi!µ
mi
ir

.

3 Sn の表現環
3.1 積と compatibleな可換モノイドの環への持ち上げ
この節では表現環を導入するための記号の準備を行う．pM,`qが可換なモノイドであるとき，M ˆM 上に

px, yq „ pa, bq :ô Dk P Mpx` b` k “ y ` a` kq

と関係を入れるとこれは同値関係となり pM ˆ Mq{ „ は自然な和でアーベル群となるのであった．さらに
pM, ˚qがモノイドであり，˚が先の `と分配律を満たすとき，pM ˆMq{„上に

pa, bq ¨ pc, dq “ ppa ˚ cq ` pb ˚ dq, pa ˚ dq ` pb ˚ cqq

と積を定めれば pM ˆMq{„は環をなす．この pM ˆMq{„のことを GrpMqとかくこととする．

GrpMq ãÑ M ; a ÞÑ pa, 0q

による同一視のもと，任意の pa, 0q P GrpMqを aとかくこととする．

3.2 表現環とは
この節では群の表現環の導入をする．有限群 Gと標数が Gの位数を割り切らない代数的閉体 K をとり固
定する．C :“ tV | V は群 GのK 上の有限次元表現 u{ –とおく．ここで –は表現としての同型のことであ
る．まず C には直和により自然に和構造が入り pC ,‘qは可換モノイドとなる．表現 V,W の K 上のテンソ
ル積 V bW は，

KGˆ pV bW q Ñ V bW ; pg, v b wq ÞÑ g.v b g.w

というKG-作用により表現となる．加えて表現 V,W,X に対し，以下のような表現の同型が成立する．

piq pV bW q bX – V b pW bXq．
piiq Ktriv b V – V – V bKtriv．

piiiq V b pW ‘Xq – pV bW q ‘ pV bXq，pV ‘W q bX – pV bXq ‘ pW bXq．

つまり C には自然にテンソル積により積構造も入るのである．このときに考えられる環 GrpC q のことを群
G の表現環といい RKpGq とかく．Maschke’s theorem により IrrKpGq は RKpGq の Z-basis をなすので，
この環の積構造は既約表現同士の積に現れる係数により決定されるわけである．その構造定数と呼ばれる係数
を決定するのが以下の命題である．
命題 3.1

IrrKpGqの完全代表系 pLiqiPI について，

Lk ¨ Lℓ “
ÿ

iPI

pχLk
χLℓ

|χLi
qLi in RKpGq.
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Proof : 一般に有限次元表現 V,Wについて，表現として V b W –
À

iPI L
‘pχV bW |χLi

q

i であり，χVbW “ χV χW

であることより．

3.3 Sn の表現環の構造の決定
以降，λ P Pn に対し，LTλ を Lλ と略記する．以下では実際に IrrKpSnq “ tLλ | λ P Pnu に関する乗積
表をかくことによりRKpSnqの環構造を決定する．
まず Sn においては，次の命題により指標の内積を少しだけ楽に計算できる．
命題 3.2

類関数たち φ,ψ と Sn{ „
conj
の完全代表系 C について，

pφ|ψq “
1

n!

ÿ

σPC

#σφpσqψpσq.

Proof : C の仮定から Sn “
Ů

σPC σ . . . p‹q．よって，

pφ|ψq
pdefq

“
1

#Sn

ÿ

τPSn

φpτqψpτ´1
q

p‹q
“

1

n!

ÿ

σPC

ÿ

τPσ

φpτqψpτ´1
q

pφ,ψは類関数)
“

1

n!

ÿ

σPC

ÿ

τPσ

φpσqψpσ´1
q

“
1

n!

ÿ

σPC

#σφpσqψpσ´1
q

(定理 1.5)
“

1

n!

ÿ

σPC

#σφpσqψpσq．

従って，命題 3.2及び命題 3.1により

piq 共役類の元の個数;

piiq 共役類たちの完全代表系における指標の値

さえ分かれば既約表現の積が計算できる．以下で実際に計算してみる．

3.3.1 S3 の場合
S3{ „

conj
の完全代表系は C “ tV1 2 3W, V1 2W, V1Wu で与えられ，共役類の元の個数は，#V1 2 3W “

2,#V1 2W “ 3,#V1W “ 1となっている．指標表は以下の通りである．

S3 V1 2 3W V1 2W V1W
χLp3q 1 1 1

χLp2,1q ´1 0 2

χLp1,1,1q 1 ´1 1

よって，命題 3.2により pχLp2,1qχLp2,1q |χLp3q q “ 1
6 p2 ¨1`3 ¨0`1 ¨4q “ 1と計算できるので，命題 3.1により

Lp2,1q ¨Lp2,1qの Lp3qの係数は 1とわかる．他の係数も計算することで，Lp2,1q ¨Lp2,1q “ Lp3q `Lp2,1q `Lp1,1,1q

とわかる．
このようにしてできたRKpS3qの乗積表が以下である．
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Lp3q Lp2,1q Lp1,1,1q

Lp3q Lp3q Lp2,1q Lp1,1,1q

Lp2,1q Lp2,1q Lp3q ` Lp2,1q ` Lp1,1,1q Lp2,1q

Lp1,1,1q Lp1,1,1q Lp2,1q Lp3q

ここで Y “ Lp2,1qp“ Std3q, Z “ Lp1,1,1qp“ Ksgnq とみれば，乗積表により RKpS3q は環として
ZrY, Zs{pY 2 ´ 1 ´ Y ´ Z, Y Z ´ Y, Z2 ´ 1qと同型であることがわかる．単位元は Lp3q であることに注意す
る．以上により S3 の表現環の構造を決定できた．

3.3.2 S4 の場合
同様に RKpS4q の乗積表は以下のように計算できた．ここで X :“ Lp4qp“ Ktrivq, Y :“ Lp3,1qp“

Std4q, Z :“ Lp2,2q, V :“ Lp2,1,1qp“ Ksgn b Std4q,W :“ Lp1,1,1,1qp“ Ksgnqとおいている．

X Y Z V W

X X Y Z V W

Y Y X ` Y ` Z ` V Y ` V Y ` Z ` V `W V

Z Z Y ` V X ` Z `W Y ` V Z

V V Y ` Z ` V `W Y ` V X ` Y ` Z ` V Y

W W V Z Y X

3.3.3 S5 の場合
同様に RKpS5q の乗積表は以下のように計算できた．ここで A :“ Lp5qp“ Ktrivq, B :“ Lp4,1qp“

Std5q, C :“ Lp3,2q, D :“ Lp3,1,1qp“
Ź2

pStd5qq, E :“ Lp2,2,1qp“ Ksgn b Lp3,2qq, F :“ Lp2,1,1,1qp“ Ksgn b

Std5q, G :“ Lp1,1,1,1,1qp“ Ksgnqとおいている．

A B C D E F G

A A B C D E F G

B B A`B ` C `D B ` C `D ` E B ` C `D ` E ` F C `D ` E ` F D ` E ` F `G F

C C B ` C `D ` E A`B ` C `D ` E ` F B ` C ` 2D ` E ` F B ` C `D ` E ` F `G C `D ` E ` F E

D D B ` C `D ` E ` F B ` C ` 2D ` E ` F A`B ` 2C `D ` 2E ` F `G B ` C ` 2D ` E ` F B ` C `D ` E ` F D

E E C `D ` E ` F B ` C `D ` E ` F `G B ` C ` 2D ` E ` F A`B ` C `D ` E ` F B ` C `D ` E C

F F D ` E ` F `G C `D ` E ` F B ` C `D ` E ` F B ` C `D ` E A`B ` C `D B

G G F E D C B A

3.3.4 S6 の場合
同様に RKpS6q の乗積表は以下のように計算できた．ここで A :“ Lp6qp“ Ktrivq, B :“ Lp5,1qp“

Std6q, C :“ Lp4,2q, D :“ Lp4,1,1qp“
Ź2

pStd6qq, E :“ Lp3,3q, F :“ Lp3,2,1q, G :“ Lp3,1,1,1qp“
Ź3

pStd6qq,H :“ Lp2,2,2qp“ Ksgn b Lp3,3qq, I :“ Lp2,2,1,1qp“ Ksgn b Lp4,2qq, I :“ Lp2,1,1,1,1qp“

Ksgn b Std6q.K :“ Lp1,1,1,1,1,1qp“ Ksgnqとおいている．
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A B C D E F G H I J K

A A B C D E F G H I J K

B B A`B`C`D
B ` C `

D ` E ` F

B ` C `

D ` F `G
C ` F

C `D `

E ` 2F `

G`H ` I

D`F `G`

I ` J
F ` I

F `G`

H ` I ` J
G`I`J`K J

C C
B ` C `

D ` E ` F

A`B `

2C `D `

2F `G`H

B ` C `

2D ` E `

2F `G` I

B `D `

E ` F ` I

B ` 2C `

2D ` E `

3F ` 2G`

H ` 2I ` J

C `D `

2F ` 2G`

H ` I ` J

C ` F `G`

H ` J

D ` E `

2F `G`

2I ` J `K

F `G`

H ` I ` J
I

D D
B ` C `

D ` F `G

B ` C `

2D ` E `

2F `G` I

A`B`2C`

D`E`2F`

G`H`I`J

C `D`F `

G`H

B ` 2C `

2D ` E `

4F ` 2G`

H ` 2I ` J

B `C `D`

E ` 2F `

G`H `

2I ` J `K

D`E `F `

G` I

C `D `

2F ` 2G`

H ` I ` J

D`F `G`

I ` J
G

E E C ` F
B `D `

E ` F ` I

C `D`F `

G`H
A`C`G`H

B `C `D`

2F`G`I`J

D`E `F `

G` I
D`E`I`K

C ` F `G`

H ` J
F ` I H

F F

C `D `

E ` 2F `

G`H ` I

B ` 2C `

2D ` E `

3F ` 2G`

H ` 2I ` J

B ` 2C `

2D ` E `

4F ` 2G`

H ` 2I ` J

B `C `D`

2F`G`I`J

A` 2B `

3C ` 4D `

2E ` 5F `

4G` 2H `

3I ` 2J `K

B ` 2C `

2D ` E `

4F ` 2G`

H ` 2I ` J

B `C `D`

2F`G`I`J

B ` 2C `

2D ` E `

3F ` 2G`

H ` 2I ` J

C `D `

E ` 2F `

G`H ` I

F

G G
D`F `G`

I ` J

C `D `

2F ` 2G`

H ` I ` J

B `C `D`

E ` 2F `

G`H `

2I ` J `K

D`E `F `

G` I

B ` 2C `

2D ` E `

4F ` 2G`

H ` 2I ` J

A`B`2C`

D`E`2F`

G`H`I`J

C `D`F `

G`H

B ` C `

2D ` E `

2F `G` I

B ` C `

D ` F `G
D

H H F ` I
C ` F `G`

H ` J

D`E `F `

G` I
D`E`I`K

B `C `D`

2F`G`I`J

C `D`F `

G`H
A`C`G`H

B `D `

E ` F ` I
C ` F E

I I
F `G`

H ` I ` J

D ` E `

2F `G`

2I ` J `K

C `D `

2F ` 2G`

H ` I ` J

C ` F `G`

H ` J

B ` 2C `

2D ` E `

3F ` 2G`

H ` 2I ` J

B ` C `

2D ` E `

2F `G` I

B `D `

E ` F ` I

A`B `

2C `D `

2F `G`H

B ` C `

D ` E ` F
C

J J G`I`J`K
F `G`

H ` I ` J

D`F `G`

I ` J
F ` I

C `D `

E ` 2F `

G`H ` I

B ` C `

D ` F `G
C ` F

B ` C `

D ` E ` F
A`B`C`D B

K K J I G H F D E C B A
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