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1. はじめに

非線形微分方程式の２点境界値問題は, 理論上及び応用上の両面で重要な問題であるだけで
なく, 放物型方程式の定常解や楕円型方程式の球対称解などの偏微分方程式を考察する際にも
よく現れるものである. 変分法, 不動点定理, 写像度の理論, 分岐理論, shooting method (狙い
撃ち法) などの様々な方法によって, その正値解の存在を示すことができる. それぞれ長所と短
所があるが, ここではもっとも初等的で理解しやすい shooting method を紹介する. 正値解の
存在に比べると, その一意性を示す方法は限られており困難を伴うことが多い. ここではその方
法として, 自励系の場合は time-map 法について, 非自励系の場合は Kolodner-Coffman の方法
について解説を行う. これらの方法はいずれも shooting method を基礎としており, 非常に素
朴な方法であるが, ２点境界値問題の解の厳密な個数を知るには大変有用なものである.

問題

(1.1)

{
u′′ + h(x)f(u) = 0 (0 < x < 1),

u(0) = u(1) = 0

を２点境界値問題という. 微分方程式の解 u(x) は省略して単に u と書くことが多い. x = 0 と
x = 1 が考えている区間 (0, 1) の境界である. 条件 u(0) = u(1) = 0 を境界条件という. 境界条
件には様々な種類がある. 例えば, より一般的な条件

αu(0) + βu′(0) = A, γu(1) + δu′(1) = B

などがある. しかし, ここでは議論を簡潔にするため, 以下では u(0) = u(1) = 0 のみを扱うこ
とにする.

問題 (1.1) の境界は x = 0, x = 1 としているが, 一般的な境界 x = a, x = b の場合は x = 0,

x = 1 に帰着できる (問 1.1 参照).

問題 1.1. 境界値問題 {
v′′ + g(t)f(v) = 0 (a < t < b),

v(a) = v(b) = 0

の解 v に対して,

u(x) = v((b− a)x+ a), h(x) = (b− a)2g((b− a)x+ a)

とおくとき, u は (1.1) の解であることを示せ.

f(s) = s のとき線形である. 非線形の場合の例はいろいろあるが, 代表的なものとしては次
がある.

f(s) = sp (p ̸= 1, p > 0) [Emden-Fowler 方程式]

f(s) = −s+ s3 [スカラー場方程式]

f(s) = λes, λ > 0 [Liouville 方程式]

Emden-Fowler 方程式は宇宙物理学, スカラー場方程式は量子力学, Liouville 方程式は微分幾何
学などに現れる.

以下, f(s) は Emden-Fowler 型 f(s) = sp (p ̸= 1, p > 0) に近いものを中心に考える. その場
合, f(s) は

f(0) = 0, f(s) > 0, f ′(s) > 0 (s > 0), lim
s→∞

f(s) = ∞
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を満たす. さらに (f(s)/s)′ = (p− 1)sp−2 であるから,

0 < p < 1 のとき (f(s)/s)′ < 0 (s > 0),

p > 1 のとき (f(s)/s)′ > 0 (s > 0),

を満たす. そこで, 以下, f(s) は次の条件

(F) f ∈ C1[0,∞), f(0) = 0, f(s) > 0, f ′(s) > 0 (s > 0), lim
s→∞

f(s) = ∞

を満たすと仮定する. * さらに次のどちらかを仮定する.

(f(s)/s)′ < 0 (s > 0),(1.2)

(f(s)/s)′ > 0 (s > 0).(1.3)

条件 (1.2) の場合, (1.1) の微分方程式は劣線形 (sublinear), 条件 (1.3) の場合, (1.1) の微分方
程式は優線形 (superlinear) と呼ばれることもある. 以下, 特に断らない限り, 条件 (F) を仮定
する.

注意 1.1. f ∈ C1(0,∞) のとき, 条件 (1.2) と (1.3) は, それぞれ,

f ′(s) < f(s)/s (s > 0),

f ′(s) > f(s)/s (s > 0),

と同値である.

条件 (1.2), (1.3) のかわりに次の条件

[f(s)]2 > F (s)f ′(s) (s > 0),(1.4)

[f(s)]2 < F (s)f ′(s) (s > 0),(1.5)

を仮定することもある. ここで,

F (s) = 2

∫ s

0

f(t)dt

である.

注意 1.2. 条件 (F) と f ∈ C2(0,∞) を仮定する.

(i) f ′′(s) < 0 (s > 0) ならば (1.4) が成り立つ.

(ii) f ′′(s) > 0 (s > 0) ならば (1.5) が成り立つ.

注意 1.3. 条件 (F) を仮定する.

(i) (1.4) ならば (1.2) が成り立つ.

(ii) (1.5) ならば (1.3) が成り立つ.

従って, (1.4) や (1.5) より (1.2) や (1.3) のほうがよりよい条件である.

問題 1.2. 注意 1.1を確認せよ.

問題 1.3. 注意 1.2の (i) を証明せよ. (ヒント: 微分法により, g(s) := [f(s)]2 − F (s)f ′(s) > 0

(s > 0) を示す.)

問題 1.4. 条件 (F) を仮定する. G(s) =
√
F (s) とおく.

(1) G′′(s) を求めよ.

(2) 次を証明せよ.

G′(s)

∫ s

0

∫ s

t

G′′(u)dudt+ sG(s)G′′(s) = sf ′(s)− f(s) (s > 0).

(3) 注意 1.3の (i) を証明せよ.

*条件 (F) において, f(s) > 0 (s > 0) という条件は過剰である. 即ち, それ以外の (F) の条件を仮定すれば, そ
れが導かれる. しかし, ここでは f(s) > 0 であることをわかりやすくするため, (F) にそれを加えておく.
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f0, f∞ ∈ [0,∞] を次の極限

f0 := lim
s→+0

f(s)/s, f∞ := lim
s→∞

f(s)/s

とする. (1.2) や (1.3) の場合は, f(s)/s が単調なのでこのような極限は存在する.

注意 1.4. 条件 (F) が成り立つとき, ロピタルの定理より,

f0 = f ′(0)

が成り立つ. 従って, 条件 (F) を仮定すると, f0 は存在して, 0 5 f0 < ∞ である. また,

f ′(∞) := lim
s→∞

f ′(s) ∈ (0,∞) が存在するならば, 上とまったく同様にして

(1.6) f∞ = f ′(∞)

が成り立つ. (F), (1.3) かつ f ′(∞) = ∞ であっても, (1.6) は成立する (問題 1.5).

問題 1.5. (F), (1.3) かつ f ′(∞) = ∞ のとき, (1.6) を証明せよ.

2. 準備

以下, 関数 f(s) の定義域 [0,∞) を次の様にR へ拡張する.

(2.1) f(s) =

{
f(s) (s = 0),

−f(−s) (s < 0).

条件 (F) が成り立つとき, f ∈ C1(R) である. 実際, f ′(s) が s ̸= 0 で連続であることは明らか
であるし,

lim
s→−0

f ′(s) = lim
s→−0

(−f(−s))′ = lim
s→−0

f ′(−s) = f ′(0) = lim
s→+0

f ′(s)

であるから, f ′(s) は s = 0 でも連続である.

定理 2.1 (初期値問題の解の存在と一意性). f ∈ C1(R), sf(s) > 0 (s ̸= 0), h ∈ C1[a, b],

h(x) > 0 (a 5 x 5 b) を仮定する. α, β を定数, x0 ∈ [a, b] とする. そのとき, 初期値問題

(2.2)

{
u′′ + h(x)f(u) = 0,

u(x0) = α, u′(x0) = β

の解は区間 [a, b] で存在して一意である.

定理 2.1の証明は後述の付録を参照してほしい.

注意 2.1. (i) 定理 2.1では関数 f(s) は C1 級であることを仮定しているが, f(s) が連続であれ
ば (2.2) の解が x = x0 の近くで存在することが知られている (ペアノ (Peano) の存在定理). し
かし, f(s) が連続であるだけでは, (2.2) の解の一意性は保証されない. 例えば, 初期値問題{

u′′ − 6u1/3 = 0

u(0) = 0, u′(0) = 0

は２個の解 u1(x) = 0, u2(x) = x3 をもつ. このとき, f(s) = −6s1/3 は [0,∞) で連続であるが,

s = 0 で微分可能ではない. 関数 f(s) が C1 級であることもより弱い条件であるリプシッツ
(Lipschitz) 条件を満たせば (2.2) の解の一意性が成り立つことが知られている.

(ii) 定理 2.1では関数 h が h(x) > 0 (a 5 x 5 b) であることを仮定している. h(x) < 0

(a 5 x 5 b) かつ (F) の場合, 境界値問題 (1.1) は正値解をもたない. 実際, もし, 正値解 u が存
在したとすると, u(x1) = maxa5x5b u(x) を満たす点 x1 ∈ (a, b) は u′′(x1) 5 0 を満たさなけれ
ばならないが, u′′(x) = −h(x)f(u(x)) であるので, h(x) < 0 かつ (F) の場合は矛盾が生じる.
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(iii) さらに, h(x) < 0 (a 5 x 5 b) の場合, (2.2) の解で [a, b] 全体では存在しないものがある.

例えば, {
u′′ − 2u3 = 0

u(0) = 1, u′(0) = 1

は解 u(x) = 1/(1− x) をもつが, この解は x = 1 では定義されない.

(iv) 後述の付録の定理 2.1の証明と同じようにすれば, f が R 上でリプシッツ条件, 即ち, あ
る定数 L > 0 に対して,

|f(s)− f(t)| 5 L|s− t| (s, t ∈ R)

を満たし, かつ, h ∈ C[a, b] という条件のみで, (2.2) の解は区間 [a, b] で存在して一意であるこ
とを示すことができる. 例えば, f ∈ C1(R) で f ′(s) が R で有界であれば, 平均値の定理より,

f は R 上でリプシッツ条件を満たす.

系 2.1. f ∈ C1(R), sf(s) > 0 (s ̸= 0), h ∈ C1[a, b], h(x) > 0 (a 5 x 5 b), a 5 c 5 b とする. u

を u′′ + h(x)f(u) = 0 の非自明解 (即ち, u(x) ̸≡ 0 である解) とする. そのとき u(c) = 0 ならば
u′(c) ̸= 0 である.

証明. 最初に f ∈ C1(R), sf(s) > 0 (s ̸= 0) より f(0) = 0 であることに注意する. u′(c) = 0 と
仮定する. そのとき, u(x) ≡ 0 は初期値問題

(2.3)

{
u′′ + h(x)f(u) = 0,

u(c) = u′(c) = 0

の解である. 定理 2.1より u(x) ≡ 0 以外に (2.3) の解はない. これは矛盾であるから, u′(c) ̸= 0

を得る. �

関数 u(x) に対して, u(c) = 0 となる c を u の零点という.

系 2.2. f ∈ C1(R), sf(s) > 0 (s ̸= 0), h ∈ C1[a, b], h(x) > 0 (a 5 x 5 b) とする. u が
u′′ + h(x)f(u) = 0 の区間 [a, b] における非自明解 (u(x) ̸≡ 0) ならば, u の区間 [a, b] 内の零点
は有限個である.

証明. もし, u が区間 [a, b] 内に無限個の零点 {xn}∞n=1 をもつと仮定する. 数列 {xn}∞n=1 は有
界であるから, 収束する部分列をもつ. その収束部分列も同じ記号 {xn}∞n=1 で表すことにする.

従って, ある c ∈ [a, b] に対して,

lim
n→∞

xn = c, u(xn) = 0 (n = 1, 2, · · · )

が成り立つ. ロルの定理より, xn と xn+1 の間に u′(tn) = 0 となる tn が存在する. このとき,

lim
n→∞

tn = c である. u(xn) = u′(tn) = 0 であるから

u(c) = lim
n→∞

u(xn) = 0, u′(c) = lim
n→∞

u′(tn) = 0.

系 2.1 の証明と同様に, 定理 2.1 より, u(x) ≡ 0 となり, これは矛盾である. �

次の結果もよく知られている.

定理 2.2 (初期値とパラメータに関する解の微分可能性). α, β, λを定数, f ∈ C1(R), sf(s) > 0

(s ̸= 0), h ∈ C1[a, b], h(x) > 0 (a 5 x 5 b), a 5 x0 5 b とする. そのとき, 初期値問題{
u′′ + λh(x)f(u) = 0,

u(x0) = α, u′(x0) = β

の解 u(x, α, β, λ) は (x, α, β, λ) ∈ [a, b]×R3 に関して C1 級である.
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3. shooting method (狙い撃ち法)

境界値問題 (1.1) の話に戻る. 以下, 正値解 u(x) > 0 (0 < x < 1) のみを取り扱う. 符号変化
する解も考えることができるが, 正値解に比べその解析は困難を伴う. そこで, 次の問題

(P)


u′′ + h(x)f(u) = 0 (0 < x < 1),

u(0) = u(1) = 0,

u(x) > 0 (0 < x < 1)

を考える. ここで, h ∈ C1[0, 1] である. まず最初に, h(x) ≡ 1 である問題

(P1)


u′′ + f(u) = 0 (0 < x < 1),

u(0) = u(1) = 0,

u(x) > 0 (0 < x < 1)

について考えることにする.

定理 2.1より, 初期値問題 {
u′′ + f(u) = 0 (0 < x < 1),

u(0) = 0, u′(0) = α > 0

の解は存在して一意である. そこでその解を u(x, α) で表すことにする.

補題 3.1. λ > 0, f は条件 (F) を満たすとする. そのとき u が

u′′ + λf(u) 5 0 (x > 0), u(0) = 0, u′(0) > 0

を満たすならば, u は区間 (0,∞) 内に零点をもつ.

証明. 背理法により示す. u(x) > 0 (x > 0) と仮定する.

(3.1) u′′ 5 −λf(u) < 0 (x > 0).

よって, u′ は区間 (0,∞) で減少する. u′(0) > 0 より, 次の (i), (ii) のどちらか一方が成り立つ.

(i) ある x1 > 0 に対して, u′(x1) = 0.

(ii) u′(x) > 0 (x = 0).

(i) を仮定する. x2 = x1 + 1 とおく, u′ は狭義減少なので u′(x2) < u′(x1) = 0. さらに

u′(x) 5 u′(x2) (x = x2).

これを区間 [x2, x] 上積分すると

u(x)− u(x2) 5 u′(x2)(x− x2) (x = x2)

を得る. x → ∞ とすると, u′(x2) < 0 より, lim
x→∞

u(x) = −∞ を得る. これは u(x) > 0 (x > 0)

に矛盾する.

(ii) を仮定する. u は区間 [0,∞) 上増加であるから,

u(x) = u(1) > 0 (x = 1).

従って,

f(u(x)) = f(u(1)) > 0 (x = 1).

(3.1) より,

u′′ 5 −λf(u(1)) (x = 1).

これを区間 [1, x] 上積分すると

u′(x)− u′(1) 5 −λf(u(1))(x− 1) (x = 1).

x→ ∞ とすると, lim
x→∞

u′(x) = −∞ を得る. これは u′(x) > 0 (x > 0) に矛盾する. �
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補題 3.1より, u(x, α) は区間 (0,∞) に零点をもつ. u(x, α) の区間 (0,∞) での最小の零点を
Z(α) で表すことにする. そのとき次が成り立つ.

命題 3.1. u(x, α) が (P1) の解であること, Z(α) = 1 であることは同値である.

Z(α)の挙動を調べることにより,２点境界値問題の解構造を調べる方法を shooting method

(狙い撃ち法) という.

4. 自励系の問題の解の対称性

u = u(x, α) は
u′′ = −f(u) < 0 (0 < x < Z(α))

を満たすので, (0, Z(α)) で上に凸であり, (0, Z(α)) 内にただ一つ極大点をもつ. その極大点を
T (α) と表す. そのとき

u′(T (α), α) = 0

が成り立つ.

定理 4.1. α > 0 を固定する. u = u(x, α) の xu 平面におけるグラフは x = T (α) に対して線
対称である. 従って, Z(α) = 2T (α) が成り立つ.

証明. 簡単のため, u = u(x, α), T = T (α), Z = Z(α) と表す. w(x) = u(2T − x) とおく. その
とき, w は

w′′ + f(w) = 0, w(T ) = u(T ), w′(T ) = 0 = u′(T )

を満たす. 従って, 初期値問題の一意性 (定理 2.1) より, u(x) ≡ w(x) が成り立つ. これは,

u = u(x) のグラフは x = T (α) に対して線対称であることを意味する. �

5. time-map 公式

次の関数

F (s) = 2

∫ s

0

f(t)dt

を導入する. * そのとき, F (0) = 0 であり, 微分積分学の基本定理より,

F ′(s) = 2f(s) > 0 (s > 0).

従って, F (s) は狭義増加関数である. さらに, 条件 (F) より, lims→∞ F (s) = ∞ が導かれる (問
題 5.1).

問題 5.1. 条件 (F) を仮定するとき, lim
s→∞

F (s) = ∞ が成り立つことを証明せよ.

F (s) は狭義単調増加なので, F の逆関数 F−1 が存在する. F−1 も狭義単調増加であり, その
定義域は問題 5.1より, [0,∞) である.

いま, u = u(x, α) に関する time-map 公式と呼ばれるものを導こう. 次の関係[
(u′(x))2 + F (u(x))

]′
= 2u′(x)u′′(x) + F ′(u(x))u′(x)

= 2u′(x)[u′′(x) + f(u(x))] = 0

より, 関数 (u′(x))2 + F (u(x)) は定数関数である. 従って, (u′(0))2 + F (u(0)) = α2 より,

(5.1) (u′(x))2 + F (u(x)) = α2.

よって,

(u′(x))2 = α2 − F (u(x)).

区間 [0, T (α)) において u′(x) > 0 より,

u′(x) =
√
α2 − F (u(x)) > 0 (0 5 x < T (α)).

*他書では F (s) =
∫ s

0
f(t)dt と定義していることも多い.
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即ち,
u′(x)√

α2 − F (u(x))
= 1 (0 5 x < T (α)).

これを区間 [0, x] 上積分すると

x =

∫ x

0

u′(t)√
α2 − F (u(t))

dt (0 5 x < T (α)).

さらに s = u(t) と置換積分を行うと,

x =

∫ u(x)

0

ds√
α2 − F (s)

(0 5 x < T (α))

を得る. x→ T (α) とすると,

T (α) =

∫ u(T (α))

0

ds√
α2 − F (s)

.

(5.1) に x = T (α) を代入し, u′(T (α)) = 0 に注意すると F (u(T (α))) = α2 であるから

u(T (α)) = F−1(α2)

を得る. 定理 4.1より, Z(α) = 2T (α) なので

(5.2) Z(α) = 2

∫ F−1(α2)

0

ds√
α2 − F (s)

を得る. これは time-map 公式と呼ばれている.

問題 5.2. f(s) = s のとき, time-map 公式 (5.2) を利用して, Z(α) を求めよ. ただし, 答えは
なるべく簡単な形で答えること.

問題 5.3. f(s) = es のとき, time-map 公式 (5.2) を利用して,

(5.3) Z(α) =
2√

α2 + 2
log(α

√
α2 + 2 + α2 + 1)

を証明せよ. (ヒント: 例えば t =
√
α2 − 2es + 2 と置換積分する.)

6. 変換された time-map 公式

前節で time-map 公式 (5.2) を得たが, この節ではもうすこし使いやすい形に変形する.

g(s) = F−1(s2) (s = 0)

とおく. time-map 公式 (5.2) で s = g(α sin t) と置換積分を行うと

(6.1) Z(α) = 2

∫ π
2

0

g′(α sin t)dt

を得る. これを, 変換された time-map 公式 と呼ぶことにする.

問題 6.1. f(s) = s のとき, 公式 (6.1) を利用して Z(α) を求めよ.

問題 6.2. f(s) = sp (p > 1) のとき, (6.1) を利用して, ある定数 C > 0, q > 0 に対して,

Z(α) = Cα−q であることを証明せよ. また, このときの, C, q を求めよ. ただし, C は積分の形
のままでよい.

問題 6.3. f(s) = es のとき, (6.1) を利用して, (5.3) を導け. (ヒント: 例えば, sin2 t = 1− cos2 t

としてから, s = α cos t と置換積分する.)
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t = π − s と置換することにより

(6.2)

∫ π
2

0

g′(α sin t)dt =

∫ π

π
2

g′(α sin t)dt

を得るので, (6.1) は

(6.3) Z(α) =

∫ π

0

g′(α sin t)dt

と表すこともできる.

問題 6.4. 式 (6.2) を示し, 公式 (6.1) から, (6.3) を証明せよ.

7. 零点の挙動

公式 (6.1) を使って, Z(α) の挙動を調べよう. そのために, g の性質を調べる. まず,

g(0) = 0, g(s) > 0 (s > 0)

が成り立つ. また, F (g(s)) = s2 であるから, これを両辺微分することにより,

g′(s) =
s

f(g(s))
> 0 (s > 0)

を得る. よって,
√
F (g(s)) = s より

g′(s) =

√
F (g(s))

f(g(s))
> 0 (s > 0).

ここで t = g(s) とおいて両辺を２乗すると,

(7.1) [g′(s)]2 =
F (t)

[f(t)]2
.

s→ 0 のとき t→ 0 であることに注意すると, ロピタルの定理より, f0 > 0 のとき,

lim
s→0

[g′(s)]2 = lim
t→0

(
t

f(t)

)2
F (t)

t2
=

1

f 2
0

lim
t→0

2f(t)

2t
=

1

f 2
0

f0 =
1

f0
.

f0 = 0 のときは, ロピタルの定理と注意 1.4より f ′(0) = f0 = 0 であるから,

lim
s→0

1

[g′(s)]2
= lim

t→0

[f(t)]2

F (t)
= lim

t→0

2f(t)f ′(t)

2f(t)
= lim

t→0
f ′(t) = 0 = f0.

以上をまとめると

(7.2) g′(0) =
1√
f0

を得る. ただし, ここで, 1/0 = ∞ とする. 同様に s → 0 の替わりに s → ∞ とすると,

f∞ ∈ (0,∞) が存在するとき,

(7.3) g′(∞) =
1√
f∞

が成り立つ. f∞ = ∞ のときも, 1/∞ = 0 として, (7.3) は成り立つ (問題 7.2). f∞ = 0 のとき,

f ′(∞) = 0 ならば, f0 = 0 ときと同様に, 1/0 = ∞ として, (7.3) は成立する.

注意 7.1. f∞ = 0 のとき, (1.2) を仮定すると, f ′(∞) = 0 が成り立つ. 実際, 注意 1.1より,

0 < f ′(s) < f(s)/s (s > 0) であるから, この不等式で s→ ∞ とすると, f ′(∞) = 0 を得る.

問題 7.1. (F) のとき, F (s) 5 2sf(s) (s = 0) を示せ.

問題 7.2. (F) かつ f∞ = ∞ のとき, g′(∞) = 0 を示せ. (ヒント: (7.1) と問題 7.1を使う.)
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定理 7.1. 条件 (F) を仮定する. そのとき次が成り立つ.

lim
α→+0

Z(α) =
π√
f0
.

ただし, 上において 1/0 = ∞ とする.

定理 7.2. 条件 (F) と f∞ ∈ [0,∞] の存在を仮定する. さらに f∞ = 0 のときは f ′(∞) = 0 も
仮定する. そのとき次が成り立つ.

lim
α→∞

Z(α) =
π√
f∞

.

ただし, 上において 1/0 = ∞, 1/∞ = 0 とする.

定理 7.1の証明. (6.1) で α→ +0 とすると, (7.2) とルベーグの収束定理より, f0 > 0 ならば

lim
α→+0

Z(α) = 2

∫ π
2

0

g′(0)dt = πg′(0) =
π√
f0
.

f0 = 0 を仮定する. (7.2) より, lim
s→0

g′(s) = ∞. 従って, 任意の M > 0 に対して, 次の α∗ > 0 が

存在する:

g′(s) =M (0 < s 5 α∗)

0 < α 5 α∗ のとき, (6.1) より,

Z(α) = 2

∫ π
2

π
6

g′(α sin t)dt = 2 min
s∈[α/2,α]

g′(s)

∫ π
2

π
6

dt = 2π

3
M

これは lim
α→0

Z(α) = ∞ を意味する. �

定理 7.2の証明. f∞ = 0の場合は, 定理 7.1の f0 = 0の場合と同様に証明できる. 以下, f∞ > 0

を仮定する. ε ∈ (0, π/2) を任意に固定する. s > 0 のとき, g′(s) > 0 かつ g(0) = 0 であった
ので, ∫ ε

0

g′(α sin t)dt =

∫ ε

0

g′(α sin t)α cos t
1

α cos t
dt 5 1

α cos ε

∫ ε

0

g′(α sin t)α cos tdt

=
1

α cos ε
g(α sin ε)

= tan ε
g(α sin ε)

α sin ε

を得る. 従って,

lim sup
α→∞

∫ ε

0

g′(α sin t)dt 5 tan ε lim sup
α→∞

g(α sin ε)

α sin ε

であるが, ロピタルの定理と (7.3) より,

lim
α→∞

g(α sin ε)

α sin ε
= lim

β→∞

g(β)

β
= lim

β→∞
g′(β) =

1√
f∞

が成り立つので

lim sup
α→∞

2

∫ ε

0

g′(α sin t)dt 5 2 tan ε√
f∞

を得る. また, ルベーグの収束定理と (7.3) より,

lim
α→∞

2

∫ π
2

ε

g′(α sin t)dt = 2

∫ π
2

ε

1√
f∞

dt =
1√
f∞

(π − 2ε)

が成り立つ. (6.1) より,

2

∫ π
2

ε

g′(α sin t)dt 5 Z(α) = 2

∫ ε

0

g′(α sin t)dt+ 2

∫ π
2

ε

g′(α sin t)dt
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であるから, 以上のことより,

1√
f∞

(π − 2ε) 5 lim inf
α→∞

Z(α) 5 lim sup
α→∞

Z(α) 5 2 tan ε√
f∞

+
1√
f∞

(π − 2ε)

が成り立つ. ε ∈ (0, π/2) は任意であったので, ε→ 0 とすると,

lim
α→∞

Z(α) =
π√
f∞

を得る. �

補題 7.1. t = g(s) とおくとき,

g′′(s) =
[f(t)]2 − F (t)f ′(t)

[f(t)]3
.

証明. (7.1) の両辺を s について微分すると,

2g′(s)g′′(s) =
d

dt

(
F (t)

[f(t)]2

)
dt

ds
=
F ′(t)[f(t)]2 − F (t)([f(t)]2)′

[f(t)]4
· g′(s).

両辺を 2g′(s) で割ると,

g′′(s) =
2f(t)[f(t)]2 − F (t) · 2f(t)f ′(t)

2[f(t)]4
=

[f(t)]2 − F (t)f ′(t)

[f(t)]3
.

�

定理 7.3. 条件 (F) を仮定する.

(i) (1.4) のとき, Z(α) は (0,∞) において狭義単調増加である;

(ii) (1.5) のとき, Z(α) は (0,∞) において狭義単調減少である. *

証明. (1.4) のとき, 補題 7.1より, g′(s) は (0,∞) において狭義単調増加であるから, (6.1) より,

Z(α) は (0,∞) において狭義単調増加である. よって, (i) が成り立つ. (ii) の証明も同様であ
る. �

8. 自励系の問題の正値解の存在と一意性

定理 7.1, 7.2, 7.3, 注意 1.3, 7.1と命題 3.1より, 次の２つの結果を得る.

定理 8.1. 条件 (F) と f∞ ∈ [0,∞] の存在を仮定する. f∞ = 0 のときは (1.2) も仮定する.

(i) f0 < π2 < f∞ ならば (P1) は解をもつ.

(ii) f∞ < π2 < f0 ならば (P1) は解をもつ.

定理 8.2. 条件 (F) と f∞ ∈ [0,∞] の存在を仮定する.

(I) (1.4) のとき,

(i) f∞ < π2 < f0 ならば (P1) はただ一つの解をもつ.

(ii) f∞ = π2 または π2 = f0 ならば (P1) は解をもたない.

(II) (1.5) のとき,

(i) f0 < π2 < f∞ ならば (P1) はただ一つの解をもつ.

(ii) f0 = π2 または π2 = f∞ ならば (P1) は解をもたない.

従って, この様な条件の下では, (P1) の解の個数が完全にわかる.

*注意 1.3と後述の補題 16.2及び定理 17.1の証明と同様の方法により, 「(F), (1.4) ならば Z ′(α) > 0 (α > 0)」
と「(F), (1.5) ならば Z ′(α) < 0 (α > 0)」を示すこともできる.
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9. 非自励系の問題

ここからは問題 (P) の解構造について考える. この節以降, f(s) は条件 (F) を満たすと仮定
し, 2 節と同様に関数 f(s) の定義域を (2.1) により, R へ拡張しておく. 加えて, 関数 h は

h ∈ C1[0, 1], h(x) > 0 (0 5 x 5 1)

を満たすものとする. また,

h∗ = min
05x51

h(x), h∗ = max
05x51

h(x)

とおく. この節以降, 関数 h(x) の定義域を次の様に [0,∞) へ延長しておく.

h(x) =

{
h(x) (0 5 x 5 1),

h(1) (x > 1).

そのとき,

0 < h∗ 5 h(x) 5 h∗ (x = 0)

である. 3節と同様に u(x, α) を初期値問題

(9.1)

{
u′′ + h(x)f(u) = 0,

u(0) = 0, u′(0) = α > 0

の解とする.

命題 9.1. 任意の α > 0 に対して, u(x, α) は区間 (0,∞) 内に零点をもつ.

証明. u(x) = u(x, α) とおく. もし, u(x) が区間 (0,∞) 内に零点をもたないと仮定すると,

u(x) > 0 (x > 0)

が成り立つ. そのとき,

u′′ + h∗f(u) 5 0 (x > 0)

が成り立つ. 補題 3.1より, u は (0,∞) 内に零点をもつ. これは矛盾である. よって, u(x) は区
間 (0,∞) 内に零点をもつ. �
命題 9.1より, u(x, α) は区間 (0,∞) に零点をもつので, u(x, α) の区間 (0,∞) 内の最小の零

点を Z(α) とおく. そのとき,

(9.2) u(x, α) > 0 (0 < x < Z(α)), u(Z(α), α) = 0

が成り立つ. 微分方程式の一般論である初期値に関する解の微分可能性により, u(x, α)は (x, α) ∈
[0,∞)× (0,∞) に関してC1 級である. 系 2.1 と (9.2) より, ∂

∂x
u(Z(α), α) = u′(Z(α), α) < 0 で

ある. いま, x = Z(α) が u(x, α) = 0 の陰関数になっていることに注意すると, 陰関数定理より
Z ∈ C1(0,∞) であることがわかる.

命題 3.1 と同様に, u(x, α) が (P) の解であることと, Z(α) = 1 は同値であることにも注意し
ておく.

10. エネルギー関数

第 5節と同様に

F (s) = 2

∫ s

0

f(t)dt

とおく. 条件 (F) により
F (s) = 0 (s ∈ R)

が成り立つことに注意する (問題 10.1).

問題 10.1. (2.1) のとき, F (−s) = F (s), s > 0, 即ち, F (s) は偶関数であることを証明せよ. (ヒ
ント: 例えば, F (−s) において, −t = τ と置換積分する.)
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いま,

(10.1) E[u](x) = [u′(x)]2 + h(x)F (u(x))

とおく. この E[u](x) は, u のエネルギー関数と呼ばれている. さらに

H = max
05x51

|h′(x)|
h(x)

とおく. そのとき, 等式 (5.1) の一般化である次の評価が得られる.

定理 10.1. u = u(x, α) のとき, 次が成り立つ.

e−Hα2 5 E[u](x) 5 eHα2 (x = 0).

証明. 簡単のため, E[u](x) = E(x) とおく. x = 0, x ̸= 1 のとき

E ′(x) = h′(x)F (u(x)).

よって,

E ′(x) =

{
h′(x)F (u(x)) (0 5 x < 1),

0 (x > 1).

一方, (10.1) より, E(x) = h(x)F (u(x)) であるから,

F (u(x)) 5 1

h(x)
E(x).

従って,

|E ′(x)| 5 |h′(x)|
h(x)

E(x) 5 HE(x) (0 5 x < 1).

即ち,

−HE(x) 5 E ′(x) 5 HE(x) (0 5 x < 1).

これにより,

(eHxE(x))′ = 0, (e−HxE(x))′ 5 0 (0 5 x < 1)

が成り立つ. よって eHxE(x) は非減少なので

eHxE(x) = E(0) = α2 (0 5 x < 1).

従って,

E(x) = e−Hxα2 = e−Hα2 (0 5 x < 1).

x→ 1 とすれば, この式は x = 1 のときも成立しているので,

(10.2) E(x) = e−Hα2 (0 5 x 5 1).

x > 1 のとき, (E(x))′ = 0 より,

E(x) = E(s) (x > s > 1).

s→ 1 とすれば (10.2) より

E(x) = E(1) = e−Hα2 (x > 1).

以上より
E(x) = e−Hα2 (x = 0)

が成り立つ. 同様に, (e−HxE(x))′ 5 0 から

E(x) 5 eHα2 (x = 0)

も導くことができる. �
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系 10.1.

0 < u(x, α) 5 F−1

(
eH

h∗
α2

)
(0 < x < Z(α)).

証明. u(x, α) > 0 (0 < x < Z(α)) であることは明らかである. 定理 10.1より,

h∗F (u(x, α)) 5 [u′(x, α)]2 + h(x)F (u(x, α)) 5 eHα2.

よって

F (u(x, α)) 5 eH

h∗
α2.

これは

u(x, α) 5 F−1

(
eH

h∗
α2

)
を意味する. �

補題 10.1. M > 0 かつ

(10.3) α >
√
h∗eHF (M)

とする. また,

(10.4) δ =M
(
e−Hα2 − h∗F (M)

)−1/2

とおく. そのとき, 次の (i), (ii), (iii) が成り立つ:

(i) T (α) ∈ (0, Z(α)) を u′(T (α), α) = 0 を満たすものとするとき, u(T (α), α) > M .

(ii) x1, x2 ∈ [0, Z(α)] に対して, u(x, α) 5M (x1 5 x 5 x2) ならば x2 − x1 5 δ.

(iii) Z(α) > 2δ ならば u(x, α) > M (δ < x < Z(α)− δ).

証明. u = u(x, α) とおく.

(i) u′(T (α)) = 0 であるから,

E[u](T (α)) = h(T (α))F (u(T (α), α)) 5 h∗F (u(T (α))).

定理 10.1より, (10.3) であるから,

E[u](T (α)) = e−Hα2 > h∗F (M).

従って, h∗F (u(T (α))) > h∗F (M), 即ち, F (u(T (α))) > F (M). これから, u(T (α)) > M を得る.

(ii) 定理 10.1より,

e−Hα2 5 E[u](x) 5 [u′(x)]2 + h∗F (M) (x1 5 x 5 x2).

従って,

|u′(x)| =
(
e−Hα2 − h∗F (M)

)1/2

=
M

δ
(x1 5 x 5 x2).

よって, [x1, x2] において, u′(x) =M/δ であるか−u′(x) =M/δ であるかのどちらかである. も
し u′(x) =M/δ ならば

M = u(x2) = u(x1) +

∫ x2

x1

u′(x)dx = M

δ
(x2 − x1)

であるから x2 − x1 5 δ を得る. −u′(x) =M/δ の場合も

M = u(x1) = u(x2)−
∫ x2

x1

u′(x)dx = M

δ
(x2 − x1)

であるから x2 − x1 5 δ を得る.

(iii) ある c ∈ (δ, Z(α) − δ) に対して, u(c) 5 M であると仮定する. 最初に u′(c) = 0 の場
合を考える. u′′(x) = −h(x)f(u(x)) < 0 (0 < x < Z(α)) より, u′ は [0, Z(α)] において減少
関数であることに注意する. 従って, u′(x) = u′(c) = 0 (0 5 x 5 c) であり u は [0, c] で非減

13



少であるから, 0 5 u(x) 5 u(c) 5 M (0 5 x 5 c). よって (ii) より, c 5 δ となるが, これは
c ∈ (δ, Z(α)− δ) に矛盾する.

次に u′(c) < 0の場合を考える. u′は減少関数であったので, u′(x) 5 u′(c) < 0 (c 5 x 5 Z(α)).

即ち, u は [c, Z(α)] で減少関数であるから, 0 5 u(x) 5 u(c) 5 M (c 5 x 5 Z(α)). (ii) よ
り, Z(α) − c 5 δ となるがこれも c ∈ (δ, Z(α) − δ) に矛盾する. 以上より, u(x, α) > M

δ < x < Z(α)− δ. �

11. スツルムの比較定理

この節では, 線形微分方程式の性質の１つであるスツルムの比較定理を紹介する. まず, 基本
的な事実である次の定理をあげる.

定理 11.1. q ∈ C[x1, x2] を仮定する. α, β を定数, x0 ∈ [x1, x2] とする. そのとき, 初期値問題

(11.1)

{
v′′ + q(x)v = 0,

v(x0) = α, v′(x0) = β

の解は区間 [x1, x2] で存在して一意である.

定理 11.2の証明は後述の付録を参照してほしい.

定理 11.2 (スツルムの比較定理). h, H ∈ C[x1, x2] かつ

q(x) < Q(x) (x1 < x < x2)

を仮定する. v を

(11.2) v′′ + q(x)v = 0

の非自明解 (v(x) ̸≡ 0) で v(x1) = v(x2) = 0 を満たすものとする. そのとき,

V ′′ +Q(x)V = 0

の任意の解 V は区間 (x1, x2) 内に零点をもつ.

証明. 区間 (x1, x2)で零点をもたないような V ′′+Q(x)V = 0の解 V が存在すると仮定する. そ
のとき,区間 (x1, x2)で V (x) > 0または Q(x) < 0である. 一般性を失うことなく,区間 (x1, x2)

で Q(x) > 0としてよい. (もし, 区間 (x1, x2)で V (x) < 0ならば, U = −V は V ′′+Q(x)V = 0

の解で区間 (x1, x2) で U(x) > 0 となる.) v(x) の区間 (x1, x2] 内の最小の零点を x3 とする. V

と同様に区間 (x1, x3) において v(x) > 0 としても一般性を失わない. そのとき, x ∈ (x1, x2) に
対して,

(v′V − vV ′)′ = v′′V − vV ′′ = [Q(x)− q(x)]vV

であるので, これを区間 (x1, x3) 上積分すると,

(11.3) v′(x3)V (x3)− v′(x1)V (x1) > 0

を得る. 定理 11.1より, v′(x1) > 0, v′(x3) < 0 である. 実際, v′(x1) 5 0 と仮定すると, (x1, x3)

で v(x) > 0 であるから, v′(x1) = 0 でなければならないが, 定理 11.1より, v(x) ≡ 0 となって
しまい矛盾が生じる. v′(x3) < 0 の理由も同様である. また, V (x1) = 0, V (x3) = 0 であるが,

これは (11.3) に矛盾する. よって, V は区間 (x1, x2) 内に零点をもつ. �

スツルムの比較定理 (定理 11.2) の証明と同様の方法で次を示すことができる (問題 11.1).

定理 11.3. q ∈ C[x1, x2] とする. v を (11.2) の非自明解で v(x1) = v(x2) = 0 を満たすものと
する. そのとき, 任意の (11.2) の解は区間 (x1, x2] 内に零点をもつ.

問題 11.1. 定理 11.3を証明せよ.

14



12. 第一固有値

この節以降も, h(x) は第 9節で仮定したものとする.

次の問題

(L)


φ′′ + λh(x)φ = 0 (0 < x < 1),

φ(0) = φ(1) = 0,

φ(x) > 0 (0 < x < 1)

を考える. 問題 (L) を満たす定数 λ と関数 φ が存在するとき, λ を (L) の第一固有値, φ をそ
の固有関数と言う. * 以下, (L) の第一固有値を λ1, その固有関数の一つを φ1 と表す.

例 12.1. h(x) ≡ 1 のとき, λ1 = π2, φ1(x) = c sin(πx) (c > 0) である.

補題 12.1. λ1 > 0.

証明. λ1 < 0 と仮定する. スツルムの比較定理 (定理 11.2) より, V ′′ = 0 の任意の解 V は
区間 (0, 1) 内に零点をもたなければならない. 一方, V = 1 は V ′′ = 0 の解であるが, 区間
(0, 1) 内に零点をもたない. これは矛盾である. λ1 = 0 と仮定すると, φ′′ + λh(x)φ = 0 の解は
φ(x) = c1x + c2 の形である. このうち φ(0) = φ(1) = 0 を満たすものは φ(x) ≡ 0 のみである
から, (L) は解をもたない. 従って, λ1 ̸= 0 である. 以上より, λ1 > 0 でなければならない. �

λ > 0 に対して, φ(x, λ) を初期値問題

φ′′ + λh(x)φ = 0, φ(0) = 0, φ′(0) = 1

の解とする. 初期値問題の解の存在と一意性 (定理 2.1) より φ(x, λ) は存在する. 命題 9.1 の
証明とまったく同様の方法により, φ(x, λ) は区間 (0,∞) 内に零点をもつことがわかる. そこ
で, R(λ) を φ(x, λ) の区間 (0,∞) 内の最小の零点とする. そのとき, 微分方程式の一般論より,

R(λ) は λ > 0 について連続であることがわかる. λ > 0 は (L) の第一固有値であることと
R(λ) = 1 であることは同値である.

補題 12.2.

(i) 0 < λ < π2/h∗ ならば R(λ) > 1.

(ii) λ > π2/h∗ ならば R(λ) < 1.

証明. v(x) = sin(πx) は

v′′ + π2v = 0, v(0) = v(1) = 0

の解である. 従って, スツルムの比較定理 (定理 11.2) より, (i), (ii) が成立する. �

定理 12.1. 問題 (L) の第一固有値 λ1 と固有関数 φ1 は存在する. さらに λ1 はただ一つであり,

π2

h∗
5 λ1 5

π2

h∗

が成り立つ.

証明. 補題 12.2より, ある λ1 ∈ [π2/h∗, π2/h∗] に対して R(λ1) = 1 が成り立つ. よって, λ1 は
(L) の第一固有値であり, φ(x, λ1) はその固有関数である. ある λ2 ̸= λ1 に対して, R(λ2) = 1 と
なると仮定する. 補題 12.1 より λ2 > 0. スツルムの比較定理 (定理 11.2) より, R(λ1) ̸= R(λ2)

が成り立つ. これは R(λ1) = R(λ2) = 1 に矛盾する. よって, 第一固有値はただ一つである. �

*正確には (L) の条件 φ(x) > 0 (0 < x < 1) を除いた問題が非自明解 φ をもつような最小の λ を第一固有値
といい, そのときの非自明解 φ をその固有関数という.
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補題 12.3. (i) λ > λ1 ならば

(12.1) v′′ + λh(x)v = 0

の非自明解 v で (0, 1) 内に２個の零点をもつものが存在する.

(ii) λ < λ1 ならば (12.1) の解 v で v(x) > 0 (0 5 x 5 1) となるものが存在する.

証明. ε = 0 は十分小さいとする.

(i)初期条件 v(ε) = 0, v′(ε) = 1を満たす (12.1)の解 v を考える. スツルムの比較定理により,

v と固有関数 φ1 を比較すると ε = 0 のとき, ある z0 ∈ (0, 1) に対して v(z0) = 0 かつ v′(z0) < 0

が成り立つ. 初期値に関する解の連続性により, 十分小さい ε > 0 に対して, v(zε) = 0 かつ
v′(zε) < 0 を満たす z0 に十分近い数 zε が存在する. 従って, v は ε > 0 が十分小さいとき, ２
個の零点 ε, zε ∈ (0, 1) をもつ.

(ii) 初期条件 v(0) = ε, v′(ε) = 1 を満たす (12.1) の解 v を考える. スツルムの比較定理によ
り, v と固有関数 φ1 を比較すると ε = 0 のとき, v(x) > 0 (0 < x 5 1) であることがわかる. 初
期値に関する解の連続性により, 十分小さい ε > 0 に対して, v(x) > 0 (0 5 x 5 1) が成り立
つ. �

13. 第一固有値と零点の関係

定理 13.1. 条件 (F) を仮定する.

(i) f(s)/s < λ1 (s > 0) のとき, Z(α) > 1 (α > 0), 従って, (P) は解なし.

(ii) f(s)/s > λ1 (s > 0) のとき, Z(α) < 1 (α > 0), 従って, (P) は解なし.

証明. (i) のみを示す. (ii) もまったく同様に示すことができる. u(x, α) は

u′′ + h(x)
f(u(x, α))

u(x, α)
u = 0,

u(0) = u(Z(α)) = 0,

u(x) > 0 (0 < x < Z(α))

の解である. いま

h(x)
f(u(x, α))

u(x, α)
< λ1h(x) (0 < x < Z(α))

であるので, スツルムの比較定理 (定理 11.2) より Z(α) > 1 を得る. �

注意 1.1, 1.2と定理 13.1 より, 次が成り立つ.

系 13.1. 条件 (F) と f∞ ∈ [0,∞] の存在を仮定する.

(i) (1.2) のとき, f∞ = λ1 または λ1 = f0 ならば, (P) は解をもたない.

(ii) (1.3) のとき, f0 = λ1 または λ1 = f∞ ならば, (P) は解をもたない.

証明. (i) のみを示す. (ii) の証明もまったく同様である. (1.2) のとき, f(s)/s は (0,∞) 上減少
関数で

lim
s→+0

f(s)/s = f0, lim
s→∞

f(s)/s = f∞

であるから f(s)/s の (0,∞) における値域は (f∞, f0) である. 従って, 定理 13.1より, f∞ = λ1
または λ1 = f0 ならば, (P) は解をもたない. �

定理 12.1より, h(x) ≡ 1 のとき λ1 = π2 であるから, 注意 1.3により, 系 13.1は定理 8.2の
(I), (ii) と (II), (ii) を一般化したものになっている.

補題 13.1. 条件 (F) を仮定する. そのとき, 次の (i), (ii) を満たす α∗ > 0 が存在する.

(i) f0 > λ1 ならば Z(α) < 1 (0 < α 5 α∗).

(ii) f0 < λ1 ならば Z(α) > 1 (0 < α 5 α∗).
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証明. (i) のみを示す. (ii) も同様に示すことができる. 注意 1.2より, lim
s→+0

f(s)/s = f0 > λ1 で

あるから, 十分小さな δ > 0 に対して,

f(s)/s > λ1 (0 < s < δ).

F−1(0) = 0 より, 十分小さな α∗ > 0 に対して

F−1

(
eH

h∗
α2

)
< δ (0 < α 5 α∗)

が成り立つ. 系 10.1より, 0 < α 5 α∗ のとき,

0 < u(x, α) < δ (0 < x < Z(α)).

従って

h(x)
f(u(x, α))

u(x, α)
> λ1h(x) (0 < x < Z(α)).

スツルムの比較定理 (定理 11.2) より, Z(α) < 1 (0 < α 5 α∗) を得る. �

14. 非線形項の挙動と零点の関係

補題 14.1. 条件 (F) の成立と f∞ ∈ (0,∞] の存在を仮定する. そのとき, f∞ > λ1 ならば, あ
る α∗ > 0 に対して, α = α∗ のとき Z(α) < 1 である.

証明. λ を f∞ > λ > λ1 を満たすように一つとる. いま,

lim
s→∞

f(s)/s = f∞ > λ

であるから, M > 0 を十分大きくとると,

f(s)/s > λ (s =M)

が成り立つ. 補題 12.3より, (0, 1) 内に２個の零点をもつ (12.1) の非自明解 v が存在する. そこ
で, v(t1) = v(t2) = 0, 0 < t1 < t2 < 1 とする. α を十分大きくとると, (10.4) の δ > 0 はいくら
でも小さくなるので, [t1, t2] ⊂ (δ, 1− δ) が成り立つ. Z(α) = 1 と仮定する. 補題 10.1より,

u(x, α) =M (δ 5 x 5 1− δ)

であるから,

h(x)
f(u(x, α))

u(x, α)
> λh(x) (0 < x < Z(α)).

スツルムの比較定理より, (t1, t2) 内に u(x, α) は零点をもつことになるがこれは, t2 < 1− δ <

1 5 Z(α) に矛盾する. 従って, α > 0 が十分大きいとき, Z(α) < 1 が成り立つ. �

補題 14.2. 条件 (F) の成立と f∞ ∈ [0,∞) の存在を仮定する. そのとき, f∞ < λ1 ならば, あ
る α∗ > 0 に対して, α = α∗ のとき Z(α) > 1 である.

証明. λ を f∞ < λ < λ1 を満たすように一つとる. M > 0 を十分大きくとると,

f(s)

s
< λ (s =M)

が成り立つ. 補題 12.3より, (12.1) の非自明解 v で v(x) > 0 (0 5 x 5 1) となるものが存在
する.

V := max

{
|v′(x)|
v(x)

: 0 5 x 5 1

}
.

とおく. また, δ を (10.4) で定義する. 十分大きな α∗ > 0 に対して, α = α∗ ならば (10.3)

と δV 5 1 が成り立つ. 以下, α = α∗ とする. Z(α) 5 1 と仮定する. T (α) ∈ (0, Z(α)) を
u′(T (α), α) = 0 を満たす点とする. u = u(x, α) とおく. そのとき,

max
05x5Z(α)

u(x) = u(T (α))
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である. 補題 10.1の (i) より, u(T (α)) > M であるから, u(x1) = u(x2) = M , u(x) > M

(x1 < x < x2) を満たす x1, x2 ∈ (0, Z(α)) が存在する. そのとき, u′(x1) > 0, u′(x2) < 0 であ
ることに注意する. 定理 10.1より,

e−Hα2 5 E[u](xj) 5 [u′(xj)]
2 + h∗F (M) (j = 1, 2)

であるから,

|u′(xj)|2 = e−Hα2 − h∗F (M) =M2δ−2 (j = 1, 2).

u(x1) = u(x2) =M と δMV 5 1 より

(14.1)
|u′(xj)|
u(xj)

= 1

δ
= V (j = 1, 2).

u′(x1) > 0 であるから u′(x1)/u(x1) = V = v′(x1)/v(x1). 即ち,

(14.2) u′(x1)v(x1)− u(x1)v
′(x1) = 0.

u(x) =M (x1 5 x 5 x2) であるから,∫ x2

x1

[u′(x)v(x)− u(x)v′(x)]′dx =

∫ x2

x1

h(x)

[
λ− f(u(x))

u(x)

]
u(x)v(x) dx > 0.

従って, [
u′(x)v(x)− u(x)v′(x)

]x2

x1

> 0.

これと (14.2) より

u′(x2)v(x2)− u(x2)v
′(x2) > u′(x1)v(x1)− u(x1)v

′(x1) = 0.

よって,
u′(x2)

u(x2)
>
v′(x2)

v(x2)

であるから
|u′(x2)|
u(x2)

=
−u′(x2)
u(x2)

<
−v′(x2)
v(x2)

5 |v′(x2)|
v(x2)

5 V.

これは (14.1) に矛盾である. 従って, α = α∗ のとき Z(α) > 1 である. �
補題 13.1, 14.1, 14.2より次の存在定理を得る.

定理 14.1. 条件 (F) の成立と f∞ ∈ [0,∞] の存在を仮定する.

(i) f∞ < λ1 < f0 ならば (P) は解をもつ.

(ii) f0 < λ1 < f∞ ならば (P) は解をもつ.

15. 非自励系の問題の解の存在・非存在

系 13.1と定理 14.1より, 次の定理を得ることができる.

定理 15.1. 条件 (F) と f∞ ∈ [0,∞] の存在を仮定する.

(I) (1.2) のとき
(i) f∞ < λ1 < f0 ならば (P) は解をもつ.

(ii) f∞ = λ1 または λ1 = f0 ならば, (P) は解をもたない.

(II) (1.3) のとき
(i) f0 < λ1 < f∞ ならば (P) は解をもつ.

(ii) f0 = λ1 または λ1 = f∞ ならば, (P) は解をもたない.

この結果より, (P) の解の存在・非存在は, (1.2) や (1.3) の場合, f0, f∞, λ1 の関係で決定さ
れることがわかる. 定理 8.1 と比較すると, 自励系の場合は解が存在した場合はその一意性ま
で得られているが, 非自励系の場合についての上の結果では解の一意性までは保証していない.

これから先は, その解の一意性に関して議論する.
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16. 非自励系の問題の解の一意性: 劣線形の場合

第 9節で述べたように, x = Z(α) は u(Z(α), α) = 0 の陰関数であり, 陰関数定理により,

Z ∈ C1(0,∞), かつ

Z ′(α) = −
∂u
∂α
(Z(α), α)

u′(Z(α), α)

を満たす. 第 9節のように系 2.1から u′(Z(α), α) < 0 が導かれるので,

w(x, α) :=
∂u

∂α
(x, α)

とおくと, 次を得る.

命題 16.1. w(Z(α), α) > 0 ならば Z ′(α) > 0. w(Z(α), α) < 0 ならば Z ′(α) < 0.

また, 微分方程式の一般論より, w(x, α) は

(16.1)

{
w′′ + h(x)f ′(u(x, α))w = 0,

w(0) = 0, w′(0) = 1,

の解であることが知られている. (問題 (16.1) は問題 (9.1) を α に関して (形式的に) 偏微分し
たものであることを注意しておく.)

補題 16.1. (F), (1.2) ならば w(x, α) > 0 (0 < x 5 Z(α)).

証明. w = w(x, α) とおく. ある c ∈ (0, Z(α)] に対して w(c) = 0 と仮定する. w′(0) = 1 より
(0, c) において w(x) > 0 としてもよい. よって, (16.1) により

w′′ + h(x)f ′(u(x, α))w = 0, w(0) = w(c) = 0.

注意 1.1より, s > 0 のとき f ′(s) < f(s)/s が成立する. 従って,

h(x)f ′(u(x, α)) < h(x)
f(u(x, α))

u(x, α)
(0 < x < Z(α)).

また, u(x, α) は

u′′ + h(x)
f(u(x, α))

u(x, α)
u = 0, u(0) = u(Z(α)) = 0,

の解である. スツルムの比較定理 (定理 11.2) より, c > Z(α). これは c 5 Z(α) に矛盾であ
る. �

補題 16.1より w(Z(α), α) > 0. 従って, 命題 16.1より次を得る.

補題 16.2. (F), (1.2) ならば α > 0 に対して Z ′(α) > 0 が成立する.

この補題 16.2により, 次が成立する.

定理 16.1. (F), (1.2) のとき, (P) の解は存在すればただ一つである.

本節のように初期値問題 (9.1) の解 u(x, α) の零点 Z(α) の増減を線形化問題 (16.1) の解
w(x, α)の零点の個数により調べ,境界値問題 (P)の解の厳密な個数を求める方法を Kolodner-

Coffman の方法という. この方法は Kolodner [6] が最初に用いたもので, その後, Coffman が
[4], [5] など様々な問題に適用し, 解の一意性に関するいくつかの重要な結果を導いた. 現在で
は多くの研究者が Kolodner-Coffman の方法を使って, 諸問題の解の厳密な個数を調べており,

この非常に素朴な方法は, 境界値問題の解の厳密な個数を知るための最も有用な方法の一つと
なっている.
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17. 非自励系の問題の解の一意性: 優線形の場合

優線形の場合は劣線形のときのように任意の h(x) に対して解が一意であるわけではなく,

h(x) に対してなんらかの条件が必要となる. そのことをこの節と次の節で述べる. この節では,

Kolodner-Coffman の方法により, 次の結果を示す.

定理 17.1. 条件 (F), (1.3) と次の条件 (17.1), (17.2) を仮定する.

2h(x) + xh′(x) = 0 (0 5 x 5 1),(17.1)

2h(x)− (1− x)h′(x) = 0 (0 5 x 5 1).(17.2)

そのとき (P) の解は存在すればただ一つである.

注意 17.1. 定理 17.1において, 条件 (17.1), (17.2) を完全に消すことはできない. (次節参照.)

以下, この節では u = u(x, α), w = w(x, α) とおく.

補題 17.1. 任意の g ∈ C2[0, 1] に対して, 次が成り立つ.

(17.3)

[
gw′u′ + gwhf(u)− g′wu′

]′
= −g′′wu′ + (2g′h+ gh′)f(u)w.

証明. 計算すれば (17.3) を得ることができる. �

T (α) ∈ (0, Z(α)) を u′(T (α), α) = 0 を満たす点とする.

補題 17.2. 条件 (F), (17.1) が成り立つならば, 区間 (0, T (α)] 上 w(x, α) > 0 である.

証明. ある c ∈ (0, T (α)]に対して w(c) = 0と仮定する. w′(0) = 1より,区間 (0, c)上 w(x) > 0

としてよい. そのとき w′(c) < 0 である. また u′(c) = 0 に注意する. 恒等式 (17.3) で g(x) = x

とおくと [
xw′u′ + xwhf(u)− wu′

]′
= (2h+ xh′)f(u)w.

これを区間 [0, c] 上積分すると

(17.4) cw′(c)u′(c) =

∫ c

0

(
2h(x) + xh′(x)

)
f(u(x))w(x)dx.

2h(x) + xh′(x) は x = 0 のとき正であるので, ある δ > 0 に対して

2h(x) + xh′(x) > 0 (0 5 x < δ).

従って (17.1), (17.4) より, cw′(c)u′(c) > 0. しかし, これは w′(c) < 0, u′(c) = 0 に矛盾. 以上
より, 区間 (0, T (α)] 上 w(x, α) > 0 である. �

補題 17.3. 条件 (F), (1.3) を仮定する. そのとき, w(x, α) は区間 (0, Z(α)) 内に零点をもつ.

証明. 注意 1.1より, s > 0 に対して f ′(s) > f(s)/s が成り立つ. 従って,

h(x)f ′(u(x)) > h(x)
f(u(x))

u(x)
(0 < x < Z(α)).

スツルムの比較定理 (定理 11.2) より w は区間 (0, Z(α)) 内に零点をもつ. �

w(x, α) の区間 (0,∞) 内の最小の零点を R(α) とおく.

補題 17.4. T (α) < R(α) < Z(α) = 1 とする. さらに条件 (F), (17.2) を仮定する. そのとき
w(x, α) < 0 (R(α) < x 5 Z(α)) が成り立つ.
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証明. ある c ∈ (R(α), Z(α)] に対して w(c) = 0 かつ区間 (R(α), c) において w(x) < 0 と仮定
する. 恒等式 (17.3) で g(x) = 1− x とおくと[

(1− x)w′u′ + (1− x)whf(u) + wu′
]′

=

[
−2h(x) + (1− x)h′(x)

]
f(u)w = 0.

これを [R(α), c] 上積分すると

(1− c)w′(c)u′(c)− (1−R(α))w′(R(α))u′(R(α)) = 0.

しかし,これは w′(c) > 0, u′(c) < 0に矛盾する. 従って, R(α) < x 5 Z(α)に対して w(x, α) < 0

が成り立つ. �

定理 17.1の証明. 最初に Z(α) = 1 のとき Z ′(α) < 0 に注意する. 実際 Z(α) = 1 ならば, 補題
17.2–17.4より w(Z(α), α) < 0 であり, 命題 16.1より Z ′(α) < 0 となる.

もし, (P) がすくなくとも２個の解をもつと仮定すると次の α1, α2 が存在する.

0 < α1 < α2, Z(α1) = Z(α2) = 1.

従って, Z ′(α1) < 0, Z ′(α2) < 0 が成り立つ. 中間値の定理より Z(α0) = 1 かつ Z ′(α0) = 0 を満
たす α0 ∈ (α1, α2) が存在する. これは矛盾. よって (P) の解は存在すればただ一つである. �

18. 非自励系の問題の解の非一意性: 優線形の場合

この節では次の問題

(18.1)


u′′ + |x|lup = 0 (−1 < x < 1),

u(−1) = u(1) = 0,

u(x) > 0 (−1 < x < 1)

を考える. ここで l > 0, p > 1 とする.

定理 18.1. l(p− 1) > 4 のとき, 問題 (18.1) はすくなくとも３個の解をもつ.

φ を次の解とする.

(18.2)

{
φ′′ + |x|lφp = 0,

φ(0) = 1, φ′(0) = 0.

補題 3.1と同様の方法で次を示すことができる.

補題 18.1. φ は (0,∞) に零点をもつ.

補題 18.2. φ は 偶関数である.

証明. ψ(x) = φ(−x) とおく. ψ も (18.2) の解である. 初期値問題の解の一意性により, φ(x) ≡
ψ(x). 従って, φ は 偶関数である. �

補題 18.3. 問題 (18.1) は偶関数解をもつ.

証明. 区間 (0,∞) における φ の最小の零点を z とおく. 補題 18.1より, そのような z は存在
する. 補題 18.2より φ は 偶関数であるので,

φ(x) > 0 (x ∈ (−z, z)), φ(−z) = φ(z) = 0

が成り立つ. u(x) = z(l+2)/(p−1)φ(zx) とおくと u は問題 (18.1) の偶関数解である. �
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以前と同様に u(x, α) を {
u′′ + |x|lup = 0,

u(−1) = 0, u′(−1) = α > 0

の解とする. また, Z(α) を u(x, α) の区間 (−1,∞) における最小の零点とする.

補題 14.1, 14.2と同様の方法で次を示すことができる.

補題 18.4. 次の (i), (ii) が成り立つ.

(i) α > 0 が十分小さいとき, Z(α) > 1,

(ii) α > 0 が十分大きいとき, Z(α) < 1.

w(x, α) を {
w′′ + p|x|l[u(x, α)]p−1w = 0,

w(−1) = 0, w′(−1) = 1

の解とする.

命題 16.1と同様に次を得ることができる.

補題 18.5. w(Z(α), α) > 0 ならば Z ′(α) > 0. w(Z(α), α) < 0 ならば Z ′(α) < 0.

補題18.3より,ある α1 > 0に対して u(x, α1)は (18.1)の偶関数解である. そのとき Z(α1) = 1

である.

以下, u1 = u(x, α1), w1 = w(x, α1) とおく. そのとき, w1 は

w′′
1 + p|x|lup−1

1 w1 = 0

を満たす.

補題 18.6. w1 の区間 (−1, 1] 内の零点は２個以下である.

証明.

c =
l + 2

p− 1
, y(x) = cu1(x) + xu′1(x)

とおく. そのとき, y は
y′′ + p|x|lup−1

1 y = 0

の解である. さらに,

y(0) = cu1(0) > 0, y(±1) = ±u′(±1) < 0,

y′(x) > 0 (x ∈ [−1, 0)), y′(x) < 0 (x ∈ (0, 1])

が成り立つので, y は区間 (−1, 1) 内にちょうど二つの零点をもつ.

もし, w1 が (−1, 1] 内に３個以上の零点をもつと仮定すると, w1(−1) = 0 であるので, 定理
11.3より, y は (−1, 1] 内にすくなくとも３個の零点をもつことになり, 矛盾する.

よって, w1 の区間 (−1, 1] 内の零点は２個以下である. �

補題 18.7. l(p− 1) > 4 のとき, w1 は区間 (0, 1) 内にすくなくとも１個の零点をもつ.

証明. y(x) = xu1(x)− (1− x)2u′1(x) とおく. そのとき y は

y′′ + p|x|lup−1
1 y = |x|lx−1r(x)up1 (x ∈ (0, 1])

を満たす. ここで

r(x) = (p+ l + 3)x2 − 2(l + 2)x+ l

= (p+ l + 3)

(
x− l + 2

p+ l + 3

)2

+
l(p− 1)− 4

p+ l + 3
> 0

である. このとき
(y′w1 − yw′

1)
′ = |x|lx−1r(x)up1w1
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が成り立つので, これを [0, 1] 上積分すると, y(0) = y(1) = 0 より,

(18.3) y′(1)w1(1)− y′(0)w1(0) =

∫ 1

0

|x|lx−1r(x)up1w1dx

を得る. 区間 (0,∞) で w1(x) > 0 のとき, (18.3) の左辺は非正であるが, 右辺は正であるので
矛盾. 同様に (0,∞) で w1(x) < 0 のときも矛盾である. 従って, w1 は区間 (0, 1) 内にすくなく
とも１個の零点をもつ. �

補題 18.8. l(p− 1) > 4 のとき, w1 は区間 (−1, 0) 内にすくなくとも１個の零点をもつ.

証明. y を補題 18.7のものとする. v(x) = y(−x) とおくと, v は

v′′ + p|x|lup−1
1 v = |x|lx−1r(−x)up1, v(0) = v(−1) = 0

を満たす. このとき
(v′w1 − vw′

1)
′ = |x|lx−1r(−x)up1w1

が成り立つので, これを [−1, 0] 上積分すると

v′(0)w1(0) =

∫ 0

−1

|x|lx−1r(−x)up1w1dx

を得る. 補題 18.7の証明と同様の議論により, w1 は区間 (−1, 0) 内にすくなくとも１個の零点
をもつ. �
定理 18.1の証明. 補題 18.6, 18.7, 18.8より w1 は区間 (−1, 1) でちょうど２個の零点をもち,

w1(1) > 0 である. よって,

w1(1) = w(1, α1) = w(Z(α1), α1) > 0.

従って, 補題 18.5より, Z ′(α1) > 0. 補題 18.4より, 次を満たす α0, α2 が存在する.

0 < α0 < α1 < α2, Z(α0) = Z(α2) = 1

以上より, u(x, α0), u(x, α1), u(x, α2) は (18.1) の解である. �
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付録: 定理 2.1, 定理 11.1の証明

補題 A.1. f ∈ C(R), h ∈ C[a, b], I ⊂ [a, b], x0 ∈ I とする. u が初期値問題 (2.2) の I 上の解
であることと, u が I 上で

(A.4) u(x) = α + β(x− x0)−
∫ x

x0

∫ t

x0

h(s)f(u(s))dsdt

を満たすことは同値である.

証明. uを I 上の (2.2)の解とする. (2.2)の微分方程式を [x0, t]上積分し, それをさらに, [x0, x]

上積分すると, (2.2) の初期条件より, (A.4) を得る.

逆に, u は I 上で (A.4) を満たすと仮定する. (A.4) の両辺を微分することにより, u は (2.2)

の I 上の解であることがわかる. �

定理 10.1の証明と同様の方法で次を示すことができる.

補題 A.2. f ∈ C1(R), sf(s) > 0 (s ̸= 0), h ∈ C1[a, b], h(x) > 0 (a 5 x 5 b) を仮定する.

α, β を定数, x0 ∈ [a, b] とする. u がある区間 I (x0 ∈ I) 上の (2.2) の解ならば, ある定数
M =M(x0, α, β, a, b, h) > 0 に対して, u は

|u(x)| 5M (x ∈ I)

を満たす.

定理 A.1 (縮小写像の原理). (X, || · ||) をバナッハ空間とする. T : X → X が縮小写像, すな
わち, ある定数 c (0 < c < 1) に対して

∥Tu− Tv∥ 5 c∥u− v∥ (u, v ∈ X)

を満たすならば, Tu = u を満たす u ∈ X が存在して, 一意である.

証明. この証明は Palais [9] によるものである. まず,

||u− v|| = ||(u− Tu) + (Tu− Tv) + (Tv − v)||
5 ||u− Tu||+ ||Tu− Tv||+ ||Tv − v||
5 ||u− Tu||+ c||u− v||+ ||Tv − v||,

であるから,

(1− c)||u− v|| 5 ||u− Tu||+ ||Tv − v||,

即ち,

(A.5) ||u− v|| 5 1

1− c
(||Tu− u||+ ||Tv − v||)

が成り立つ. この (A.5) より, もし, Tu = u, Tv = v, u, v ∈ X ならば, ||u − v|| = 0 が成り立
つので, u = v を得る. 従って, Tu = u を満たす u ∈ X は存在すれば一意である.

次に Tu = u を満たす u ∈ X が存在することを示す. いま, u0 ∈ X を１つとり,

ui = Tui−1 (i = 1, 2, · · · )

とおく. そのとき,

∥ui+1 − ui∥ = ∥Tui − Tui−1∥ 5 c∥ui − ui−1∥

である. これをくり返し使うと

∥ui+1 − ui∥ 5 c∥ui − ui−1∥ 5 c2∥ui−1 − ui−2∥ 5 · · · 5 ci∥u1 − u0∥
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を得る. 従って, (A.5) より

∥ui − uj∥ 5 1

1− c
(||Tui − ui||+ ||Tuj − uj||)

=
1

1− c
(||ui+1 − ui||+ ||uj+1 − uj||)

=
ci + cj

1− c
||u1 − u0||

が成り立つので, {ui} はコーシー列である. 従って, ui の極限 u ∈ X が存在する. この u が
Tu = u を満たす. * 実際,

∥Tu− u∥ = ∥(Tu− Tui) + (Tui − u)∥
5 ∥Tu− Tui∥+ ∥Tui − u∥
5 c∥u− ui∥+ ∥ui+1 − u∥

であるので, この不等式で i→ ∞ とすると ∥Tu− u∥ = 0, 即ち, Tu = u を得る. �

定理 2.1の証明. 定数 M > 0 を補題A.2のものとする. K = 2M + |α| とおく. 平均値の定理
より, s, t ∈ [−K,K], s ̸= t のとき,

f(s)− f(t)

s− t
= f ′(c)

を満たす c ∈ (−K,K) が存在する. L = max
s∈[−K,K]

|f ′(s)| とおけば, |f(s) − f(t)| = |f ′(c)||s − t|

より

|f(s)− f(t)| 5 L|s− t| (s, t ∈ [−K,K])

が成り立つ. 関数 f を次で定義する:

f(s) =


f(−K) (s < −K),

f(s) (|s| 5 K),

f(K) (s > K).

そのとき, f は

|f(s)− f(t)| 5 L|s− t| (s, t ∈ R)

を満たす. さらに

h∗ = max
a5x5b

|h(x)| > 0, A = h∗L(b− a), ∥u∥ = max
a5x5b

e−2Ax|u(x)|

とおく. この || · || に関して C[a, b] はバナッハ空間である. いま,

(Tu)(x) = α + β(x− x0)−
∫ x

x0

(x− s)h(s)f(u(s))ds

*実は, Tu = u の証明は T が縮小写像であることから, T は連続であることがわかるので, Tui = ui+1 で
i → ∞ とすれば直ちに得られる. ここでは T の連続性を使わずに証明した.
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と定義すると, T : C[a, b] → C[a, b] である. 任意の u, v ∈ C[a, b] に対して, a 5 x 5 b のとき,

|(Tu)(x)− (Tv)(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

∫ t

x0

h(s)[f(u(s))− f(v(s))]dsdt

∣∣∣∣
5

∫ x

a

∫ t

a

|f(u(s))− f(v(s))|dsdt

5 h∗L

∫ x

a

∫ x

a

|u(s)− v(s)|dsdt

= A

∫ x

a

e2Ase−2As|u(s)− v(s)|ds

5 A||u− v||
∫ x

a

e2Asds

=
1

2
||u− v||(e2Ax − e2Aa)

5 1

2
||u− v||e2Ax

であるから,

e−2Ax|(Tu)(x)− (Tv)(x)| 5 1

2
||u− v||

が成り立つ. この両辺で区間 [a, b] 上の最大値をとると,

||Tu− Tv|| 5 1

2
||u− v||

を得るので, T は縮小写像である. 従って, 定理A.1より, ある u ∈ C[a, b] に対して, Tu = u で
あり, しかもこのような u ∈ C[a, b] は一意である. 以下, u をそのようなものとする. そのとき,

|u(x0)| 5 |α| < K

であるから, ある区間 J (J ∈ x0) に対して,

|u(x)| < K (x ∈ J)

である. いま,

(A.6) |u(x)| < K (x ∈ [a, b])

を示す. そうでないと仮定すると, ある x1 ∈ [a, b] (x1 ̸= x0) に対して

|u(x1)| = K, |u(x)| 5 K (x ∈ I)

が成り立つ. ここで, x0 < x1 のとき I = [x0, x1], x1 < x0 のとき I = [x1, x0] とする. そのとき,

f(u(x)) = f(u(x)) (x ∈ I) であるから, Tu = u より, u は I で (A.4) を満たす. 補題A.1より,

u は I 上の (2.2) の解である. 補題A.2より,

|u(x)| 5M < K (x ∈ I)

であるから, |u(x1)| < K を得るが, これは |u(x1)| = K に矛盾する. 従って, (A.6) が成り立つ.

よって, f(u(x)) = f(u(x)) (x ∈ [a, b]) であるから, 補題A.1より, u は [a, b] 上の (2.2) の解で
ある.

もし, v が [a, b] 上の (2.2) の解とすると, 補題A.1, 補題A.2 より, v は Tv = v を満たすの
で, 定理A.1により, u = v を得る. 従って, [a, b] 上の (2.2) の解は一意である. �

定理 11.1の証明. v をある区間 I (x0 ∈ I) 上の (11.1) の解とする. V = v2 + (v′)2, q∗ =

maxa5x5b |q(x)| とおくと,

|V ′| = |2v′v(1− q(x))| 5 2|v||v′|(1 + |q(x)|) 5 (1 + q∗)V, x ∈ I
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を得る. 従って,

(e−(1+q∗)(x−x0)V )′ 5 0, (e(1+q∗)(x−x0)V )′ = 0, (x ∈ I)

が成り立つ. (e−(1+q∗)(x−x0)V )′ 5 0 (x ∈ I) より, x = x0 かつ x ∈ I のとき,

e−(1+q∗)(x−x0)V (x) 5 e−(1+q∗)(x0−x0)V (x0) = α2 + β2

であるから,

(A.7) V (x) 5 (α2 + β2)e(1+q∗)(x−x0) 5 (α2 + β2)e(1+q∗)(x2−x1)

同様に, (e(1+q∗)(x−x0)V )′ = 0 (x ∈ I) より, x 5 x0 かつ x ∈ I のときも (A.7) を示すことがで
きる. 従って, 初期値問題 (11.1) についても, 補題A.2と同じことが成り立つ. よって, 上述の
定理 2.1の証明と同じ方法で定理 11.1を証明することができる. �
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